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grootheid, die (A4,AZ) overtreft. Is nu AZ> II, dan is dus te 
maken 


(PE, PA) < (AA, II) 
wat in strijd is met | 
(PE, PA) > (PX, bg PA) = (AA, IT). 


Het is nu ook dadelijk duidelijk, waarom het tweede deel van 
het bewijs niet geheel analoog aan het eerste, dus met toepassing 
van III; 9, 2 in plaats van III; 9, 3, kan worden gegeven. Ligt nl. 
(fig. 108) E tusschen 4 en N, dan is PE < PX en, daar ook 
PA < bg PA, weet men niet, of Ene PA) grooter of kleiner is dan’ 
(PX, bg PA). 

Archimedes beroept zich nu dus op III;.9, 4. Volgens deze stel- 
ling nadert (PE, AX) van den kleinen kant tot (AA, AZ) en kan 
dus grooter worden gemaakt dan iedere grootheid, die kleiner is dan 
(AA, AZ). Is nu AZ < II, dan is dus te maken 


(PE, A&) > (AA, II) 

wat in strijd is met Ë 
(PE, 41) < (XP, bg AP) = (AA, IT). 

De geheele redeneering blijkt dus in zeer nauw verband te staan 
met de in de differentiaalmeetkunde gevolgde. Is de vergelijking 
van de kromme 

e= Ip 
en ZAAN —= O, dan is 


PA oÂp … oÂp 
te O= Lim —s= Lim S= lim SÉ 
X4XP apo 4e Apo ldp 


wat dus aequivalent is met het resultaat eener differentiatie. 


Uit de bewezen eigenschap volgt voor ons onmiddellijk de 
bekende eigenschap van de Archimedische spiraal, dat de pôlaire 


subnormaal constant is, nl.o cot © —= ei = Â» 


Archimedes vermeldt deze stelling niet. Om haar te bewijzen, 
zou hij twee punten A en A, hebben moeten beschouwen en de 
cirkelbogen AK en A‚K, met centrum A hebben moeten beschrij- 
ven. Snijden nu de normalen van 4 en A, de verlengden vän: ZA 

17 


258 


en Z,A: opv. in B eù B, dan is in verband met de bewezen stelling 
(AB, AA) = (AA, bg AK) . . … … (1) 
(AB,, AA) = (A4,, bg AL) - - - - (2) 
en wanneer A4, den cirkel :K4 in H ontmoet (spiraalsymptoom): 
(AA, AA) = (bg AK, bg HK). 
Uit (1) volgt in verband hiermee 
(AB, AA) = (A4,, bg HK) 
terwijl ook | 
(AA, AA,) = (bg HK, bg K‚4,). 
Ex aequali is nu 
(AB, AA,) = (AA, bg As) - 
dus wegens (2) | 
(AB, AA,) = (AB, AA.) 
dus 
AB = AB. 


3. Quadratuur van de spiraal. 


Het nog overblijvende deel van ‘het werk wordt ingenomen 
door de behandeling van de quadratuur van de Archimedische 
spiraal. Hierbij wordt weer de verschilvorm van de compressie- 
methode (III; 8, 2) toegepast, zoodat er eerst moet worden be- 
wezen, dat men om en in het gebied, waarvan de oppervlakte wordt 
gevraagd, figuren kan beschrijven, waarvoor het verschil der opper- 
vlakten kleiner kan worden gemaakt dan een willekeurig voorge- 
schreven kleine grootheid. Dit geschiedt in Prop. 21 voor het 
eerste oppervlak, in Prop. 22 voor het tweede en de volgende, in 
Prop. 23 voor een sector, die door een willekeurig deel van een 
winding en de voerstralen van de eindpunten daarvan wordt be- 
grensd. De methode wordt voldoende toegelicht door de behan- 
deling van het laatstgenoemde geval. … 


Propositie 23. 


Wanneer het oppervlak genomen wordt, dat ingesloten wordt 
door een boog van de spiraal, die kleiner is dan een winding en die 
niet den oorsprong tot eindpunt heeft, èn door de voerstralen van 
de uiteinden, dan is het mogelijk, om dit oppervlak een vlakke 
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figuur te beschrijven, bestaande uit gelijkvormige sectoren, en een 
andere erin te beschrijven, zoodat de omgeschreven figuur de inge= 
schrevene overtreft met een bedrag, dat kleiner is dan een wille- 
keurig voorgeschreven oppervlakte. 

Laat (fig. 109) gegeven zijn de spiraalboog B....Z. Beschrijf 
een cirkel door Z met centrum Á; hierop bepalen de voerstralen 





Fig. 109. 


van B en Z een boog HZ. Pas op dezen boog dichotomie toe, totdat 
er een sector AKH ontstaat, kleiner dan de voorgeschreven opper- 
vlakte «. Beschrijf nu cirkelbogen met centrum A resp. door 
B....Z, telkens begrensd door twee opvolgende van de in de 
dichotomie verkregen voerstralen. Men verkrijgt nu een omgeschre- 
ven en een ingeschreven figuur, waarvan de oppervlakten resp. 
C„ en IJ, mogen heeten; beide figuren bestaan uit cirkelsectoren, 
die alle onderling gelijkvormig zijn. De figuur leert nu onmiddellijk 


Cn —l„ = sector AAZ — sector ABM < sector AKH < «. 


Is de oppervlakte van de figuur, begrensd door den spiraalboog 
BZ en de voerstralen AB en AZ, groot O, dan geldt a fortiori 


Ol, <e Cr 0 <e 


. Hierna begint de eigenlijke quadratuur met 


Propositie 24. 


Het oppervlak, begrensd door de eerste winding van de spiraal 
en het eerste lijnstuk, is het derde deel van den eersten cirkel. 
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Zij X, het bedoelde oppervlak, K, de eerste cirkel. Is nu niet 
Xi =}Ki, dan is òf X, <EK òf Xi > Ke OO | 


Geval 1. Zij X, <4K,. Men kan nu volgens Prop. 23 n zoo 
bepalen, dat 
Cn — Ki < EK — Ki 
dus id | 

Cn < 3Ka (1) 





‘Fig. 110. 


De omgeschreven figuur (fig. 110) bestaat uit gelijkvormige cirkel- 
sectoren S, S2..., Sn, resp. beschreven met stralen a,, 42 ..., An, 
die een rekenkundige reeks vormen, waarvan het verschil gelijk is 
aan den kleinsten term. Nu is dus wegens HI 7, 33: 


| .…n.Sn < 3(S1 + Se +... +5) 
waarin 
n.Sn= Ki. 
Dus is C„ >4Ks in strijd met (1): 


Geval II. Zij nu X, > $K1. Men kan nu volgens Prop. 23 n zoo 
bepalen, dat 
Xi ln < A1 —AKa 
dus 
Ie > Ki (2) 
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De ingeschreven figuur bestaat uit gelijkvormige cirkelsectoren 
Si S2..., Sj resp. beschreven met de reeds genoemde stralen 
di, A2..., A, Nu is weer wegens III; 7, 33: 

3(S1 + Sa + ....S) < A. Sn 
dus In <3K, in strijd met (2). 

Algebraisch: De stralen van de opv. ingeschreven cirkelsectoren 
zijn 
L 2L (n — IL 
EO 

Men vindt dus 
n—l 
Nrd 2e slepen (eh 


1 er me 
„re Len 1) 


dus 
[= Lim ZZ, = SalL* 
HD O0 


De uitgevoerde bewerking is aequivalent met - 


27 
- 2 ne 
I= | Zo*dp waarin o 57 E 
0 


Men vindt ook hier /=—}al?. 


Propositie 25. 


Het oppervlak, ingesloten door de tweede winding van de spiraal 
en het tweede van de lijnstukken op de nulas heeft tot den tweeden 
cirkel de reden, die 7 tot 12 heeft, dat is dezelfde reden, die de 
som van den rechthoek, omvat door de stralen van den tweeden 
en van den eersten cirkel, en het derde deel van het vierkant op het 
verschil, waarmee de straal van den tweeden cirkel dien van den 
eersten overtreft, ‘heeft tot het vierkant op den straal van den 
tweeden cirkel *). 


4) Men merke op, dat de beschouwde figuur niet wordt begrensd 
door de eerste winding, de tweede winding en het tweede lijnstuk, 
maar alleen door de tweede winding en het tweede lijnstuk. Men 
denke zich dus de eerste winding niet geteekend. 
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Laat (fig. 111) EA ...@de tweede winding van de spiraal zijn 
en de cirkel door @ met centrum A de tweede cirkel Ko; en laat het 
tweede oppervlak Xs heeten. Om het resultaat van Archimedes te 
vérduidelijken, geven we de afleiding, die bij hem indirect synthetisch 





Fig. 111. 


geschiedt, in den analytischen vorm, waarin hij haar zelf zoo goed 
als zeker ook gegeven zal hebben, toen hij de stelling vond. 

Denk dus een omgeschreven en een ingeschreven figuur, elk 
bestaande uit gelijkvormige sectoren ten getale van n — 2%, waarvan 
de stralen een rekenkundige reeks vormen. Deze sectoren zijn: 
voor C‚„ : Ss met straal as — AA, S3 met straal az —= AA,..-, Su 
met straal a, —= Â©. 

voor /„:S;, met straal a, — AE, Ss met straal as == AA,..., Sn 
met straal a, —= AH. e 

Beide figuren zijn te vergelijken met den tweeden cirkel Ks, 
waarvan de oppervlakte gelijk is aan n.S,,. 

Op de genoemde cirkelsectoren is van toepassing de propositie 
HI; 7, 52 (Spir. 11), mits bevrijd van de beperkende bepa- 
ling, dat het verschil van de rekenkundige reeks der stralen gelijk 
moet zijn aan den kleinsten term. Dit voert tot het volgende resultaat: 


(n. Sr Sn» 92) < [F(asar), Ola, 41) + 
si $T(aaa DE a.) < (n : Sn Sn + EE: + 9) 
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(Ko, C) < [T(2a,), 2T (a) + $T(a,)] < (Ko, L) 
(Ks, C‚) < (12,7) < (Ks, ARD 


Daar deze betrekking voor iedere waarde van n= 2k geldt 
en het verschil van C„ en /„ beneden iedere voorgeschreven waarde 
kan dalen door keuze van k, kon Archimedes de waarde 12 : 7 voor 
de verhouding (Ko, Xe), die wij thans door een limietovergang 
zouden moeten afleiden, reeds vermoeden. Het bewijs voor de juist- 
heid van dit vermoeden (dat hij onmiddellijk synthetisch geeft) 
bestaat bij hem hierin, dat hij een cirkel M construeert met een 
straalvierkant gelijk aan 


O(4AO, AE) + AT(OE) 


van welken cirkel de oppervlakte zich, wegens AQ — 2. AE, tot 
die van Ks verhoudt als 7 : 12. Te bewijzen is nu Xs —= M. Is dit 
niet het geval, dan is òf Xs < M òf Xs > M. 


Geval l. Zij Xs < M, dan bestaat er een omgeschreven figuur, 
zoodat ook nog | 
C‚ <M. | (1) 
De propositie III; 7, 52 toepassend, vindt men als boven 
(Ko, Co) < (12,7) = (Kz, M) dus 
n C„ > M in strijd met (1). 


Geval II. Zij X» > M, dan bestaat er een ingeschreven figuur, 
zoodat ook nog | 


Toepassing van de prop. III; 7, 52 levert nu 
(Ka, In) > (12,7) = (Ko, M) 
dus | 
I„ <M in strijd met (2). 
Algebraisch: Men heeft thans te bepalen 
2 2 _ 12 
I= Limar?! J- (n +1) zn …….(2n—l) 
Nn 0 RR 
waarvoor men vindt 


sal? = fon(2L)° 
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Het aequivalent uit de integraalrekening is hier 


== [ jo°dp waarin o = Dr jn 
27 


Men vindt == Axl? 

In een Corollarium wordt het gevonden resultaat als volgt uit- 
gebreid 4): 

Het oppervlak (X;) omvat door een zekere winding van de 
spiraal en het daarmee gelijkgenummerde lijnstuk van de nulas 
(d.w.z. beschreven door den voerstraal van een punt, dat een 
zekere winding van de kromme doorloopt ) heeft tot den cirkel (K;) 
met hetzelfde rangnummer de reden, die de som van den recht- 
hoek, omvat door den straal (il) van dien cirkel en den straal 
[(i— IL] van den cirkel met één rangnummer lager, en het derde 
deel van het vierkant op het verschil dier twee stralen, heeft tot het 
vierkant op den straal van den grootsten der genoemde cirkels. 

Dit kan worden ingezien volgens dezelfde methode als die in 
Prop. 25 werd toegepast. Het geheele bewijs blijft onveranderd, 
mits men slechts nalaat de betrekking a, — 2a, in te voeren. De 
bedoelde verhouding is blijkbaar 

Xi Ki) = i— 1) + h PI ú) 
wat neerkomt op 
A= nläili— 1) + 5]. 

Voor i—= 1 volgt uit (1) de waarde 4 van Prop. 24; voor i —=2 

de waarde 7 : 12 van Prop. 25. | 


Propositie 26. - | 
De redeneering van Prop. 25 is onveranderd over te nemen voor 
het geval (fig. 112) van een spiraal- 
boog EO, die een echt deel van een 
winding is. De oppervlakte O van den 
sector AEO wordt nu vergeleken met 
die van den cirkelsector S(AZO@) met 
straal AQ. Men vindt 
A (O, S)=[O(AE, AO) + FT(AO —AE), 
Fig. 112. T(4A0)). 
Dit resultaat beduidt, dat de spiraal-sector, ingesloten door de 
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VOORBERICHT BĲ DE ACHTSTE DRUK. 


Deze herdruk wijkt sterk af van de vorige; het boek is, ook in 
letterlijke zin, geheel opnieuw geschreven; het is niet doenlijk alle 
of maar een deel van de veranderingen aan te geven. We willen 
volstaan met het volgende. 

De grondslagen zijn in het boek behoorlijk gelegd; voor een eerste 
beoefening ruimschoots voldoende. Aan het eind van de studie kan 
degene, die behoefte gevoelt aan een stevige axiomatische grondslag, 
bevrediging vinden in hoofdstuk XXIII en in het daar genoemde 
boek van Prof. VAN DER WAERDEN. 

De volgorde van de stof Is in deze druk zo, dat tot en met hoofd- 
stuk XVIII de gewone vlakke Meetkunde wordt afgedaan, maar 
niet in de oppervlakkige behandeling van de schoolboeken. In die 
eerste 18 hoofdstukken zal men in theorie en vraagstukken en voor- 
beelden heel wat vinden, dat enkel past in een studieboek voor 
volwassenen, hetgeen dit boek wil zijn. Daarna komen de hoofd- 
stukken XIX, XX en XXI met leerstof, die in het bijzonder tot 
de eisen voor de akten Wiskunde L.O. en Kr behoort. Daartoe 
rekenen we ook, wat we schreven over maxima en minima in het 
nieuwe hoofdstuk XXII; $ 195, het waardige sluitstuk van dit 
onderwerp, behoeft men oi. voor deze examens niet te kennen. 

Weggelaten is de meetkundige behandeling van ellips, hyperbool 
en parabool; daarvoor wordt verwezen naar 


P. WiupeNes, De kegelsneden voor het M.O. (80 ct), 
J. VersLuys, De meetkunde der kegelsneden (f 1,90), 
Prof. Dr. J. G. Rureers, De meetkunde der kegelsneden (f 5,—). 


Het eerste geeft voldoende voor de candidaten Wiskunde L.O., 
die-er gaarne iets van willen weten; het tweede geeft genoeg voor 
de akte Wiskunde Kr. 


Wij hebben gemeend in dit boek niet enkel theorie en vraag- 
stukken te moeten geven, maar ook leerzame voorbeelden. Men vindt 
volledige uitwerkingen van vraagstukken en van werkstukken en 
men leert, hoe men meetkundige plaatsen opspoort en naar den 
eis behandelt. Het aantal voorbeelden is niet minder dan 94, die 
samen ongeveer 100 bladzijden beslaan. 


Van de figuren uit de vorige druk zijn er o.a. 85 vervallen wegens 
het weglaten van de kegelsneden; toch is het aantal in deze druk 
nog 82 groter dan in de vorige; de 590 figuren, waarvan de meeste 
nieuw zijn en die opzettelijk op kleine schaal zijn getekend, beslaan 
samen met de onderschriften minstens 75 bladzijden. 

In de zevende druk stonden ongeveer 900 vraagstukken, waarvan 
er heel wat als te eenvoudig gemist konden worden; deze zijn dus 
geschrapt en vervangen door andere, die meer in overeenstemming 
zijn met het peil van het boek en van de examens voor de beide 
akten Wiskunde en met de opzet het werk tot een Leerboek der 
Vlakke Meetkunde te verheffen. In deze achtste druk vindt men 
985 vraagstukken; vele daarvan zijn onderverdeeld in a, b, c..., 
zodat het aantal eigenlijk wat groter is. De antwoorden met aan- 
wijzingen en‘korte oplossingen verschijnen tegelijkertijd met het boek. 

In de theorie, in de voorbeelden en in de vraagstukken vindt men 
verscheidene klassieke vraagstukken; deze kwamen in de vorige 
druk niet voor; men zie de eigennamen in het register. 

Voeg bij dit alles nog het belangrijke hoofdstuk XXIII, de histo- 
rische aantekeningen en het uitgebreide register, dan is daarmee de 
grotere omvang grotendeels verklaard. Het is echter minder deze, 
dan wel de meer strenge mathematische en logische opbouw, die 
deze druk onderscheidt van de vorige en hem stempelt. tot een 
handboek van de Vlakke Meetkunde. Deze hoedanigheid maakt, 
dat het werk tevens als leidraad kan dienen voor hen, die het vak 
dagelijks moeten onderwijzen en waarvan zeer velen van de Lagere 
Meetkunde weinig meer hebben gezien, dan wat een of ander school- 
boek geeft. 

We verwachten, dat dit boek door zijn rijke inhoud tevens in de 
smaak zal vallen van de velen, die uit pure liefhebberij zich met de 
Vlakke Meetkunde bezig houden en voor wie een schoolboek niet 
voldoende geestelijk voedsel biedt. 


Verder zeggen we nog iets voor de grote klasse van gebruikers, 
de studerenden voor de akte Wiskunde L.O. en hun opleiders. 
Ten eerste: enige toevoegingen zijn opgenomen, omdat de examens 
die eisten. In 1938 werd behalve naar de gewone stof gevraagd naar 
de volgende onderwerpen (de lijst is niet volledig): negenpuntscirkel, 
rechte van WALLACE, de raakproblemen, het punt van NAGEL, isogo- 
naal verwanten, symmedianen, het punt van LEMOINE, de cirkels 
van APOLLONIUS, de punten van BROCARD, orthogonaal en 
diametraal snijden, harmonisch viertal, cirkelbundels, volledige 
vierhoek; inversie; zelfs naar cirkelnetten werd gevraagd. Enige 
van deze onderwerpen zocht men in de vorige druk tevergeefs. 


Bij een eerste bestudering zal men goed doen de theorie in kleine 
letter over te slaan. Aan opleiders wordt de raad gegeven vooraf 
de stof en de vraagstukken na te gaan, opdat ze weten, wat ze van 
hun leerlingen, zo geheel verschillend in aanleg, kunnen eisen; of 
ze een of ander zullen overslaan of dat ze hun bij de eerste keer reeds 
de volle maat kunnen geven; wij voor ons vinden het laatste niet 
wenselijk. De opleider stelle zich tot taak enige schifting te maken 
in de vraagstukken van dit boek; aan de hand van de oplossingen 
zal hem dat niet moeilijk vallen. We hebben niet de meer moeilijke 
op een of andere wijze aangegeven; het Is nl. al gebeurd, dat vraag- 
stukken, die we met een sterretje hadden gemerkt (dat betekende: 
voor L.O. overslaan) op het schriftelijk examen L.O. werden op- 
gegeven. OO 

Gaarne spreek ik hier mijn dank uit aan mijn medewerkers 
HARLAAR en HERREILERS voor alles en dat is heel veel, wat zij 
aan dit boek hebben gedaan. Men beschouwe het werk als de vrucht 
van onze innige samenwerking. Wij alle drie houden ons aanbevolen 
voor op- en aanmerkingen, die dit werk ten goede kunnen komen; 
van alle gebruikers, ook van studerenden dus. 

De historische aantekeningen zijn van de hand van Dr. E. J. 
DijksrTERHUIS, wien we gaarne dank brengen voor zijn steeds weer 
betoonde bereidwilligheid mede te werken in het belang van de 
wiskunde in het algemeen en van haar geschiedenis in het bijzonder. 


Amsterdam, Juni 1989. P. WIJDENES. 
Jac. Obrechtstraat 88. 


Met goedkeuring van Dr. MOLENBROEK wordt het herzienin gs- 
recht op dit werk door ondergeteekende uitgeoefend buiten eenige 
verantwoordelijkheid van Dr. MorENBROEK voor inhoud en vorm. 


P. W. 


Proefpagina. 
$ 192 XXII. Maxima en minyma. 557 


Hieruit zien we, dat de minimumwaarde van r gelijk Is aan h(1/2—1); 
de driehoek BAC is dan gelijkbenig. 

Opmerking. Uit dezelfde constructie blijkt ook, dat 2r < h 
moet zijn, dus r <!/‚h. Hieruit volgt echter niet, dat !/,h de maximum- 
waarde van r is, doch in tegendeel, dat r geen maximum heeft. Is 
nl. r =l/,h, dan is de driehoek ontaard, daar nu een der hoek- 
punten B en C in het oneindige verdwijnt; r kan dus wel van de kleine 
kant onbepaald tot !/,h naderen, maar mag de waarde !/‚h zelf niet 
aannemen. 


We geven ook hiervan nog een minder eenvoudig voorbeeld. 


Voorbeeld 90. Gegeven zijn twee snijdende cirkels (M‚, R) en (N, r); 
P is een van hun snijpunten. Trek de rec rechte PAB (A op cirkel (M, R) 


en B op cirkel (N, r)) zo, dat PA. PB zo groot mogelijk 1s. 
(Mond. ex. K, dei 


Opl. We proberen eerst de rechte P A B zo te bepale: dat PÁ . PB—a? 

is, waarin a een gegeven lijnstuk voorstelt. We inverteren dan cirkel 
_(N, r) met P als centrum en a? als macht, waardoor hij overgaat in een 
rechte n. Heeft deze met cirkel (M,‚ R) een punt A gemeen, dan voldoet 
PA A aan Ì het gevraagde, want snijdt P A cirkel (N, r) nog in B, dan zal 


PA. PB — c? zijn. 

De maximale waarde k van a, waarvoor de constructie nog uitvoerbaar 
is, is blijkbaar die (zie fig. 566), waar- 
bij de rechte n aan cirkel (M, &) 
raakt. Heeft deze raaklijn met cirkel 
(N, r) het punt C gemeen, dan is 
PC=k. De rechte P B gaat nu door 
het raakpunt A van # en cirkel (M, R). 


Daar nu MA en NP evenwijdig zijn, 
maar tegengesteld gericht, zal PA 
door het inwendige gelijkvormigheids- 
punt I van de beide gegeven cirkels 
zee gaan. 

Fig. 566. PA .PB is maximum. Opmerking. Gemakkelijk is nu in te 





zien, dat P A . PB minimaal zal zijn, 
als PA door het uitwendige gelijkvormigheidspunt van se beide cirkels 
gaat. 


Een methode, die nauw verband houdt met de vorige, is die, 
waarbij men bij het opsporen van uiterste waarden gebruik maakt 
Met meet- van meetkundige plaatsen. Gewoonlijk komt het zelfs hierop neer, 
rn dat de op blz. 556 genoemde constructie met behulp van de methode 
der meetkundige plaatsen (verg. $ 65) uitgevoerd wordt. Een mooie 
toepassing hiervan vindt men in $ 67 nr. 17; we geven hier nog een 

andere toepassing. 
Gegeven is een cirkel e,‚ benevens twee punten A en B binnen die 


Proefpagina. 


AANHANGSEL. 


HOOFDSTUK XXIII. 


Het axiomastelsel van Van der Waerden. 


Maatgetallen. Oppervlakte. 


n Het aatomastelsel van Van der Waerden en zijn betekenis voor de 
planimetrie. 


$ 199. Het z=xiomastelsel van VAN DER WAERDEN !) omvat de 
volgende axioma's 2): 


1. Verbindingsaxvioma’s. 


. 1. Door twee verschillende punten gaat één en slechts één rechte. 

. 2. Door drie verschillende punten, die miet op een rechte liggen, gaat 
één en slechts één vlak. 

I. 3. Als een rechte met een vlak twee seinde punten gemeen heeft, 

ligt de rechte geheel in het vlak. 

4. Elke rechte bevat minstens twee verschillende punten. 

. 5. Elk vlak bevat minstens drie verschillende niet op een rechte liggende 
punten. 

I. 6. Er zijn vier verschillende gien die niet in een vlak en niet op 

een rechte liggen. 
I. 8. *) Twee verschillende rechten in een vlak, die met een derde rechte 
in dat vlak evenwijdig zijn, zijn ook onderling evenwijdig. 


_…_f mf 


el 


IL. Ordeningsarioma's. 


II. 1. Als het punt B tussen de punten A en C ligt, zijn A, B en C drie 
verschillende punten van een rechte. 


1) Prof. Dr. B. L. vAN DER WAERDEN, De logische grondslagen der Euklidische 
meetkunde. 

3) We raden den lezer aan, eerst de inleiding nog eens door te lezen en ook de 
definities op te slaan van de in de axioma’s voorkomende begrippen evenwijdig, halve 
rechte, verlengde, enz. 

3) Het ontbrekende nr. 7 houdt in, dat, als twee vlakken een punt gemeen hebben, 
ze nog minstens een hiervan verschillend punt gemeen hebben. In het volledige axioma- 
stelsel is I 7 overbodig, daar het uit de voorafgaande, axioma’s in vereniging met die 
van groep II kan worden afgeleid. De uitspraak I 7 is in het stelsel van VAN DER 
WAERDEN alleen ter afronding van het stel verbindingsaxioma’s meegenummerd. 
Voor de planimetrie heeft I 7 trouwens geen betekenis. 
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voerstralen a en o2 ( o2 > 01), Opv. behoorend bij de argumenten 
Pi en pz een oppervlakte heeft 
+ $(02 — 01) 
O= de ue 0 502" (Pa — Pi) 
of, wegens 


p= j Àn 


nr 1 dies a 
O= (ea — on)lezor + Sea — ei) |= re 

In de voorafgaande proposities is telkens sprake geweest van 
de oppervlakte van de spiraalsectoren, die door den voerstraal uit 
A worden beschreven, wanneer een boog van de spiraal wordt 
doorloopen. Hieruit wordt nu een stelling afgeleid over de opper- 
vlakten der verschillende spiraalringen R;, die worden ingesloten 
door het (é— 1)® lijnstuk op de nulas, de (i—1)* en de 
winding en het i lijnstuk. Blijkbaar is 

Ri= Xi... Re= Kij Kali > 1). 
Deze stelling luidt als volgt: 


Propositie 27. | | 
Van de (ring)oppervlakken, omvat door de spiraalwindingen en 
de lijnstukken op de nulas, is het derde tweemaal zoo groot als het 


Gy, 7 


Fig. 113. 


tweede, het vierde driemaal zoo groot, het vijfde viermaal zoo groot 
en zoo zal telkens elk volgend ringoppervlak ‘het volgend veelvoud 
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zijn van het tweede; het eerste is echter van het tweede het zesde 
deel (fig. 113): 


Het laatste resultaat volgt onmiddellijk uit Prop. 26. 
Volgens deze propositie is nl. 
(Xs, Ka) —= (7, 12). 
Ook is 
(Ko, Ki) = (4, 1) i= (12,3) 
Dus 
| (Xs, K.) men (7, 3). 
Ook is (Spir. 25) 
(Ki Xi) = (3,1). 
Dus 
(Xo, Xi) = (7,1) of (Re, Ri) = (6,1). 
Hierna wordt eerst bewezen, dat Rs.—= 2R2, terwijl daarna het 
bewijs wordt geleverd voor een willekeurig rangnummer. Deze 
laatste redeneering luidt in de boven ingevoerde notatie als volgt: 
Wegens Spir, 25, Cor. is 
(Re HR Ko) = (Ola; a5n) + #T (a; — aja), T(a,)] 
Ook is Ks Kij) =[F(a;), T(as)] 
en, weer wegens Spirt. 25, Cor., 
Kin, Ri + Re) =[T(as), Olais, Ata) HFT (ag — Age) ] 
waaruit ex aequali 
(Ri + .…….Re Ri +... Rin) == (Ola; as) + 
+ $T(a; — as), Ola; Apo) ÊT (as — Ais) ] 
en separando wegens a;— As — As — Ui-s 
(Rs, Rit. Ria) = 
= [O(as, 44 — Aje), Olass, Azo) + kT (as — Ai-a)] (1) 
Zoo is ook | 
(Rin Ri + Reo) = [Olasa, Ai — ig), 
| Ola; dia) + FT (aso — 04) | 
waaruit invertendo en componendo volgt 
(Ri + Rin Ria) = [O(aso, A4) + 
SI 5 (ass De. Ai), O(a;_, Ai — Ata) ] 
dus ex aequali met (1) in verband met 
aj Ais =— = Ai A43 
(Re Re) = [O(asa, 40 — Asa) O(as-s ae — A3) 1= (as a) 
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Hieruit volgt 
(Ria Ria) = (aso, Ai-3) Enz. 
en dus (Rs; Ro) = (a; 41) = (é— 1). 
Algebraisch: 
Vervormt men het resultaat van Prop. 25, Cor. als volgt: 
Xi: _ili— 1) + $ 
K; i 
dus 


Xs 


t 


5 UD Ha) = [i(i— 1) +4K, 


‚dan vindt men dadelijk 
R; _ Xi; — Xr == 2(i— DA, == (ĳ— 1) Ra (i > 1). 


De door Archimedes gevolgde methode verloopt algebraisch als 








volgt: - 
Uit 
XK Ks Ks 
EK Ma 
vindt hij 
XZ; ili—1) + + 





dus wegens R;= X; — Áj 





R; 2(i— 1) 
Ka (d—l)(i-2) + 
Hij kent dus ook Ria en daardoor Î%=. 
1-2 Ki 
Zoo vindt hij 
R; mn L—Ì 
Ri i—-2 
waaruit 
R; 
lt i—| 
Re 


Het werk wordt besloten met 


Propositie 28. 
Indien op een willekeurige winding van een spiraal twee punten 
worden genomen, die er niet de eindpunten van zijn en er worden 
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cirkels beschreven, die den oorsprong tot centrum en de voerstra- 
len dier punten tot stralen hebben, dan heeft het oppervlak, inge- 
sloten door den grootsten cirkelboog tusschen de twee voerstralen, 
den spiraalboog tüússchen beide en den verlengden voerstraal, tot 

het oppervlak, omvat door den kleinsten cirkelboog, denzelfden 
| spiraalboog en de verbindingslijn hunner eindpunten, de reden, 
die de straal van den kleinsten cirkel, vermeerderd met twee derde 
deelen van het verschil van de stralen van de beide cirkels, heeft 
tot den straal van den kleinsten cirkel, vermeerderd met een derde 
deel van hetzelfde verschil (fig. 114). 


Laan 


Zijn I' en Ade beschouwde punten, Z en II de bedoelde opper- 
vlakken, N de cirkelsector A'©, dan is dus te bewijzen 


(EZ, IH) = (AO + 240, AO + HO). 
| _H 





Fig. 114. 


Bekend is (Spiír. 26) 

N41, N4 II +E) =[O(44, A0) + $T(40), T(A4)] (U 

Ook is | 

(NIE, N)={[T(4A4), T(40)) 
dus ex aequali a 
(N41, N)=[O(4A, AO) + $T(4O), T(AO)) 

waaruit convertendo volgt 
(NH, ID=[O(A4, AO) +3T(40), O(AO, 40) +4T(40)]. (2) 

Uit (1) volgt wegens 
T(AA) — O(AA, 40) —4T(40) = O(AAÁ, 40) — 3T(4O) = 

= O(AO, 40) + T(4O) — AT(40) 

invertendo en separando 
(E, N+ II) = [O(4O, 40) + 3T(4O), O(AA, 40) + #T(40)1 
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dus ex aequali met (2) 
(E, II) ={[O(4AO, 40) + 3T(40), O(AO, 40) + FT(40)] = 
—= [AO + 340, AO + 340] 
Álgebraisch: Zij | 
AO = o, AA= pop + v 
dan is 


NAIFE e+ 
Men vindt dan met behulp van 
NAII+H+E (0 +»)? 


Emmen 


N + II ole + Vv) + FV? (3) 





mn 





N o° 
NaH ole +») + #7 
N o° 
dus 
NIT ele + v) + 5V? 
HH evt? 
Uit (3) volgt 
E_v iv 
NAIL ele +») + 3 
zoodat 





HET WERKSTUK VAN CASTILLON 


DOOR ig 


G. R. VELDKAMP. 


In Jrg. 15, afl. 3, blz. 153 van dit tijdschrift nodigde de Redactie 
de lezers uit, hun oplossingen in te zenden van het bovengenoemde 
vraagstuk. Door een aantal lezers is aan deze uitnodiging gevolg 
gegeven; hun inzendingen. zijn tot het volgende artikel verwerkt. 

1. Het werkstuk van Castillon kan aldus worden gefor- 
muleerd: In een plat vlak zijn de punten P,, Ps en P3z gegeven, 
benevens de cirkel (M), die door geen dezer punten gaat. Men 
vraagt een driehoek ABC te construeren, waarvan de hoekpunten 
op (M) liggen, terwijl de zijlijnen BC, CA en AB opvolgend door 
P‚, Ps en Ps gaan. | 

Speciale gevallen van dit vraagstuk komen reeds in de Oudheid 
voor. Zo wordt bijvoorbeeld ín de „Collectiones Mathematicae’” van 
Pappus de opgave behandeld voor het geval, dat Ps het oneigen- 
lijke punt van P‚Ps is.t) Voor het geval, dat P,, Ps en P3 de 
hoekpunten zijn van een (eigenlijke) driehoek schijnt het probleem 
voor het eerst te zijn gesteld door Cramer, terwijl het voor. het 
eerst werd opgelost (in 1776) door G. F. Salvemini, een 
Italiaans wiskundige afkomstig uit Castiglione. Deze Gio- 
vanni Francesco Salvemini, die o.a. ook hoogleraar 
is geweest in Utrecht, noemde zich naar de plaats van zijn 
herkomst de Castillon, en deze laatste naam verbindt men 
meestal aan het vraagstuk, waarover wij hier schrijven. Na C a s- 
tillon hebben zich vele andere wiskundigen met het vraagstuk 
en zijn uitbreidingen bezig gehouden, zoals: Brianchon, Car- 
not, Clausen, Encontre, Gergonne, Giordano, 
Lagrange, Lambert, Lhuillier, Malfatti, Ma s- 
cheroni, Poncelet, Rochat, Servois, Seydewitz. 


1) Ir.D.J. Kruijtbosch, Bijdragen tot de methodologie van de 
beginselen der meetkunde, Rotterdam 1931, blz. 196. 
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Betreffende Giordano zij nog opgemerkt, dat deze Italiaanse 
wiskundige afkomstig was uit Ottojaneo en zich naar die plaats 
wel d'Ottojano noemde; hij breidde. de opgave uit tot het 
construeren‘ in een gegeven cirkel van een enkelvoudige n-hoek, 
waarvan de zijlijnen door n in het vlak van de cirkel gelegen punten 
gaan (1788). Naar hem wordt dit vraagstuk ook wel eens de 
opgave van Ottojano genoemd. *). 

2. De meest voor de hand liggende oplossing van het gestelde 
vraagstuk is die met behulp van projectieve puntenreeksen op de 
cirkel. Deze oplossing is dan ook door alle inzenders behandeld; 
zij wordt in de nummers 3—7 besproken. In de nummers 7—15 
wordt aangetoond, hoe men met behulp van inversie tot een oplos- 
sing kan geraken, terwijl in 15—22 oplossingen worden behan- 
deld, die in nauw verband daarmee staan. In 22 geven we een op- 
lossing met behulp van de theorie van pool en poollijn. Daarna 
volgen in 23 en 24 nog een tweetal oplossingen, die bij speciale 
ligging van de gegevens t.o. van elkaar kunnen worden toegepast. 
Tenslotte worden in 25 enkele opmerkingen gemaakt over de 
generalisaties, waartoe de opgave’ aanleiding geeft. 

3. De projectieve oplossing van het werkstuk van Castillon 
komt neer op het construeren van de dekpunten van een projectieve 
verwantschap tussen de punten van de gegeven cirkel (M). Dit 
is als volgt in te zien: We nemen op de cirkel het punt Q, willekeurig 
aan; zij R, het tweede snijpunt van P3Q, met de cirkel; het 
tweede snijpunt van PR, met de cirkel noemen we S;, terwijl 
Q1’ het tweede snijpunt is van P»S, met de cirkel. Wanneer nu 
Q: en Qi’ samenvallen, is Q,R‚S, een driehoek, die aan de vraag 
voldoet. Doorloopt Q; een puntenreeks op de cirkel, dan doorloopt 
Qi’ volgens een bekende eigenschap een daarmee projectieve pun- 
. tenreeks. Daaruit volgt, dat Q, en Q,’ dan en slechts dan samen- 
vallen, wanneer men voor Q, een dekpunt der genoemde projecti- 
viteit kiest. De dekpunten echter kunnen, zoals bekend, worden 
bepaald met behulp van drie paar toegevoegde punten: Qs, Q,’; 
Qs, Q2’5 Qs, Qs’. Ofschoon deze paren geheel willekeurig kunnen 
worden gekozen, verdient het voor het verkrijger van een figuur 
met zo weinig mogelijk constructielijnen aanbeveling, een speciale 


1). H Liebmann, Svnthetische Geometrie, Leipzig u. Berlin 1934, 
blz. 48/49. 
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keuze te doen. Zoals wel vanzelf spreekt, is de onderlinge ligging 
der gegevens van invloed bij genoemde keuze. In fig. 1 is deze 
ligging zodanig, dat P‚P3 en P‚P„ de cirkel snijden. Het is nu 





voordelig, Q; zo te kiezen, dat R‚S, langs P‚Ps valt; dan vallen 
R, en Q,’ samen. Voor Q2 en Q3 kiest men de snijpunten van 
P‚P; met de cirkel; de punten Ss en R3 vallen dan in Q», terwij! 
Ss en Rs in Qs vallen.*) Zij nu K, het snijpunt van Q,Qs’ en 
Q’Qs en Ks dat van Q2Q3’ en Q2’Q3; de lijn K‚Ks snijdt dan op de 
gegeven cirkel de gezochte dekpunten A, en As in. Het is duidelijk, 
dat er 0,1 of 2 driehoeken aan de vraag voldoen, al naar gelang 
K‚K» geen enkel punt, één punt, of twee punten met de cirkel ge- 
„meen heeft. 

4, De rechte, waarop de dekpunten der projectiviteit tussen de 
punten Q en Q’ gezocht moeten worden, zullen we kortheidshalve | 
de as der projectiviteit noemen. Zij kan ook worden bepaald door 
gebruik te maken van de volgende bekende eigenschap: Elke projec- 
tiviteit tussen de punten van een cirkel kan worden verkregen als 
het product van twee involuties op de cirkel; de pool van één dier 
involuties kan naar willekeur op de as der projectiviteit worden 


1) Dr. Fred. Schuh, Leerboek der Nieuwere Meetkunde van het 
vlak en van de ruimte, Groningen 1938, blz. 423/424. 
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topologische gedeelte, is een volledig overzicht gegeven van de definities 
en de stellingen, die voor een topologische grondlegging van de meet- 
kunde van het aantal van belang zijn. De nodige aandacht is besteed 
aan de theorie van de homologiegroepen en methoden zijn aangegeven, 
die in practische gevallen het werkelijk bepalen van deze groepen 
mogelijk maken. Bovendien wordt de beroemde theorie der doorsneden, 
afkomstig van Lefschetz, opnieuw ontwikkeld. 

Het tweede gedeelte is gewijd aan de meetkunde van het aantal. Aller- 
eerst zijn de grondbegrippen van de algebraïsche meetkunde gedefiniëerd, 
waarbij een dankbaaf’ gebruik is gemaakt van recente publicaties van 
Van der Waerden. 

De symbolische rekenwijze van Schubert is exact ontwikkeld. 
Het blijkt, dat de eigenaardigheden en de mogelijkheden van deze reken- 
wijze tot hun recht komen, wanneer men de symbolen van Schubert 
beschouwt als homologieklassen, behorende bij algebraïsche variëteiten. 
Steunende op de theorie der doorsneden van Letschetz kan men 
daarvoor rekenregels vast stellen en aldus tot het rekensysteem komen, 
dat door Schubert op intuïtieve wijze was opgebouwd. Bovendien 
blijkt het, dat een door Schaake ingevoerde terminologie geheel 
natuurlijk bij de nieuwe interpretatie aangepast kan worden, zodat daar- 
mede zonder moeite tal van door dezen auteur verkregen resultaten 
topologisch gefundeerd kunnen worden. De topologie doet tevens 
middelen aan de hand om tot een exacte bepaling van multipliciteiten 
van oplossingen van een meetkundig probleem te komen, zoals door 
Van der Waerden naar voren gebracht ís. 

Van de ingevoerde begrippen en methoden kunnen vele toepassingen 
gemaakt worden. Allereerst zijn eigenschappen behandeld van enkel- 
voudige en meervoudige projectieve ruimten, voor zover deze in de meet- 
kunde van het aantal een rol spelen. De stelling van Bezout, 
correspondentiebeginsels en dergelijke komen ter sprake. 

Daarna zijn toepassingen gemaakt op de variëteit der stralen van een 
n-dimensionale projectieve ruimte en zijn generaliseringen bewezen van 
de stelling van Bezout, zoals de formules van Halphen en 
Schubert. 

Ten slotte zijn problemen behandeld uit de meetkunde der lijnelementen 
van een n-dimensionale projectieve ruimte en klassieke resultaten door 
specialisering uit nieuwe afgeleid. 

Het werk wordt besloten met een literatuuroverzicht en een register 
van vaktermen. 
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gekozen (mits niet in één der dekpunten ), waarna. de pool. van 
de andere involutie volkomen is bepaald.*) Als pool van de eerste 
involutie kan men dus K, kiezen. Deze involutie zet QQ om in Qs’; 
de andere involutie moet nu Qs’ omzetten in: Q,’, zodat haar pool 
op Q1’Qs’ moet liggen. Daar Qs door de beide involuties in Qs’ 
moet worden omgezet, moet de pool van de tweede involutie ook 
liggen op de lijn die het tweede snijpunt van QoK, met de cirkel 
verbindt met Qs’. Daardoor is deze pool K en daarmee de as der 
projectiviteit geheel bepaald. *) Overigens moet bij deze construc- 
tie één lijn meer worden getrokken, dan bij die van 3. 

5. De in 3 genoemde verwantschap tussen de punten Q en Q’ 
bezit ten hoogste 2 dekpunten, tenzij die verwantschap de iden- 
titeit is, d.w.z. elk punt van de cirkel aan zichzelf toevoegt, in 
welk geval elk punt van de cirkel dekpunt is. Hiertoe is nodig en 
voldoende, dat Q; en Qs’, Qs en Qs’, Q3 en Qs’ samenvallen. Dit 
geval doet zich klaarblijkelijk dan en slechts dan voor, als P» de 
pool van P‚Ps en Ps de pool van P‚Ps ten opzichte van de cirkel 
is, dus, als P‚P,P; een pooldriehoek is van de cirkel. Er zijn in dat 
geval co! driehoeken, die aan de vraag voldoen; als eerste hoek- 
punt van zo’n driehoek kan elk punt van de cirkel worden ge- 
kozen. | . 

Opmerking verdient, dat, voor ’t geval de verwantschap twee 
dekpunten heeft, de driehoeken, welke aan de vraag voldoen wel 
(hetzij één, hetzij beide) ontaard kunnen zijn. Deze omstandigheid 
doet zich bv. voor, als P3S, in S, aan de cirkel raakt; men ziet 
direct, dat S, nu één der gezochte dekpunten is. De bijbehorende 
driehoek heeft als zijlijnen de rechte P‚Ps, die dubbel telt, en de 
raaklijn in S, aan de cirkel. Teneinde ons algemeen te kunnen uit- 
drukken, tellen we deze ontaardingen als oplossingen mee. 

6. Zoals reeds werd gezegd, is de in 3 besproken projectieve 
oplossing door alle inzenders behandeld. De Heer W. J. Reuve- 
camp Jr. geeft bovendien nog de volgende constructie, die ook 
berust op eigenschappen der projectieve meetkunde: Verbindt men 
een willekeurig punt Q van de cirkel met Ps: en Ps en zijn R en S 
opv. de tweede snijpunten van de verbindingslijnen met de cirkel; 
dan zal RS een kegelsnede omhullen als Q de cirkel doorloopt. 


1) Dr. Fred Sch uh, dem, blz. 445, vrgst. 1652; vgl. ook blz. 419. 
18 
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Het vraagstuk komt dus neer op het construeren van de. raaklijnen 
uit P, aan deze kegelsnede, Daartoe denke men zich de genoemde 
kegelsnede bepaald door 5 raaklijnen, die te vinden zijn met behulp 
van evenzoveel standen van Q. Nu snijdt een veranderlijke raaklijn 
van de kegelsnede op 2 vaste raaklijnen, bv. op f4 en ts projec- 





Fig. 2. 


tieve puntenreeksen in. Door de punten dezer reeksen met P, te 
verbinden krijgt men 2 collocale projectieve waaiers, waarvan de 
gemeenschappelijke stralen moeten worden geconstrueerd. Daar 
men drie paar toegevoegde stralen kent (nl. de verbindingslijnen 
van P,‚ met de snijpunten van fi, fs en fs met t4 en fs), kan deze 
constructie op de gebruikelijke wijze!) worden uitgevoerd; in 
fig. 2 is dit gedaan. Teneinde de figuur niet te overladen, zijn de 
verbindingslijnen van de punten Q, t/m Q5 met Ps en Ps niet 
getrokken. 


1) Dr Hk.de Vries. Beknopt leerboek der projectieve meetkunde, 
Groningen 1923, blz. 105/106. ek . 
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1. Teneinde een aantal verwante oplossirigen uit één gezichts- 
punt te.kunnen beschouwen, gaan we in het thans volgende enkele 
minder bekende stellingen omtrent inversies afleiden. Daarbij zul- 
len we steeds de macht van P‚ (k is een natuurlijk getal) t.o. van 
de cirkel (M) met u‚ aanduiden. Verder geven we de inversie met 
_P‚ als centrum en ur als macht met Il, aan. Is A ABC een drie- 
hoek, die aan de vraag voldoet, dan is het duidelijk, dat het punt B 
in zichzelf wordt omgezet door de transformatie Islel,. Is, omge- 
keerd, B een punt van cirkel (M), dat door de genoemde transfor- 
matie in. zichzelf overgaat, dan kan B dienst doen als hoekpunt 
van een driehoek, welke aan de vraag voldoet. Het vraagstuk komt 
dus neer op het bepalen van de op cirkel (M) gelegen dekpunten 
‚ van de transformatie Ell, 


We bewijzen nu allereerst: 

Stelling 1: Zijn IL, en Is twee inversies, die geen gemeenschappe- 
lijk centrum, hebben, dan is er een lijnspiegeling S en een inversie 
1, zodanig dat: Il, — IS. 





Fig. 3. 


Bewijs: De centra van de gegeven inversies I, en Io en de ge- 
zochte inversie 1 duiden we aan met P,, P, en P, de machten met 
Hi He en u, (Hy en uz betekenen dus nu niet de machten van P; en 
P, t‚o. van de in het werkstuk van Castillon gegeven cirkel). Een 
willekeurig punt A wordt door I, omgezet in A’, terwijl A’ door Io 
overgaat in A” (fig. 3). Voorlopig nemen we aan, dat A niet op 
P,Ps ligt en ook niet op één der mogelijk aanwezige inversie-' 
cirkels van IL, en Is. De punten A, A’ en A” zijn dan niet collineair, 
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zodat men een cirkel met middelpunt M kan construeren, die door 
de genoemde punten gaat. De loodlijn / uit M op P‚Ps neergelaten, 
heeft O tot voetpunt. Zij nu r de straal van (M); dan geldt: 


P‚M? —= Hi L fe En P‚M? — m2 + r?, 


zodat: 
OP,? ee OP? mei P‚M? Es P.M? 1 wk 2 
of: 
nn P EN sE a 
P,O ® 1 P.P, ’ (1) 


waarin, zoals in het volgende steeds het geval is, op de tekens der 
lijnstukken moet worden gelet. Hieruit volgt, in verband met: 


Ps 20 | OP, = — PsP;, 


dat O, en dus ook /, niet afhangt van de keuze van A. 

Zij A, het spiegelbeeld van A in l; het is duidelijk, dat A, op 
M ligt. Het snijpunt van AA’ en PP, noemen we P; vallen A. 
en A’ samen, dan verstaan we onder A‚A” de raaklijn in A, aan 
(M) getrokken (de lezer kan zelf gemakkelijk nagaan, dat, in de 
gemaakte onderstellingen omtrent A, het niet mogelijk is, dat 
AA” // P‚Ps is). Daar nu Z PP‚A/ — Z AAA = Z PA”Ps, 
zijn P, A”, A’ en P, concyclisch t), zodat: 

__ PaP X PaP; = P2A” X PaA, 
of: 
PP X PaP, = uz. (2) 

Daaruit blijkt, dat P niet afhangt van de keuze van A. 


Zij u de macht van P t.o. van cirkel (M). De stelling van Stewart, 
toegepast in A MP‚P, levert: 


1) In dit bewijs is ondersteld, dat de onderlinge ligging van de 

hierin optredende punten en rechten in overeenstemming is met fig 3. 
Bij andere ligging van de gegevens kan het bewijs enige verandering 
moeten ondergaan. 
‘In de 8e druk van Dr. P. Moltenbroek, Leerboek der Vlakke 
Meetkunde, wordt in 8 130—132 uiteengezet en door voorbeelden toe- 
gelicht, hoe door invoering van een zeker hoekbegrip (de „schaar”, 
d.i. de gerichte hoek van twee rechten) in soortgelijke gevallen één 
bewijs kan worden gegeven, dat voor elke onderlinge ligging van de 
gegevens geldt. Hierdoor wordt het onderzoek overbodig gemaakt van 
de vele gevallen, die zich gewoonlijk bij dergelijke bewijzen kunnen 
voordoen en waarvan het aantal veelal zo groot en de behande- 
ling zo lastig is, dat op de tot dusver gebruikelijke manier een afdoend 
bewijs zo goed als uitgesloten is. 
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P‚Ps X MP? + PsP X MPa? + PP, X MPa? + 
+ P‚Ps X PeP X PP: = 0. n 


Daarvoor kan ook worden geschreven: 

P‚Ps X (ut 12) + PaP X (pa +12) + PP, X (u2 + r°) + 

| + PiPs X PsP X PP, = 0, mn | 
of: 
P,Ps X u + PaP X wi + PP, X ua +P,Po X PoP X PP, = 0. 


Lettend op (2) vindt men hieruit: 





PP Xu + Be =O, 
ERE DE 
zodat: 


Hi He 
f=P,P‚„? | _ (3) 





Ook pu is dus niet afhankelijk van de keuze van A. 


Daarmee is gebleken, dat A” uit A kan worden stvonden door 
A in l te spiegelen en het spiegelbeeld te inverteren met het door 
(2) bepaalde punt P als centrum en met de door (3) ANS OWSZEn 
macht 

We dienen nog aan te tonen, dat dit ook doorgaat, als A op 
P‚Ps ligt. Is weer A, het spiegelbeeld van A in l, dan moeten we 
dus aantonen, dat het punt A”, bepaald door de betrekkingen: 


P‚A X P‚A’ — Hi («) 
PA’ X PsA” — uz (B) 
samenvalt met het punt A’, bepaald door: 
PA, X PAl/= u 


Voor de laatstgenoemde gelijkheid kan worden geschreven: 
(PP, + P20 — OP; — PA) (PP: + PaAr!) =p. 


Na vermenigvuldiging van beide leden met P‚P22 kan hiervoor, 
lettend op (1), (2) en (3), ook worden gezet: 


(ui. ET P‚A X P 1P2) (uz + P.A,’ X Kaka) = DE is Ha» 
hetgeen te herleiden is tot: Ô He 
ui X PeAr’ — 2 X PiA — P‚A X P2A,.X PiPo == 0. © « 
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Wegens («) gaat dit over in: 

PA’ X PeA,’ — ua — PaA,’ X P‚Pa = 0 
of: 
P:A’ X PzAr’ =uz. 

Vergelijkt men dit met (B), dan blijkt, dat A” en A’, samen- 
vallen. Het geval, dat A op één van de inversiecirkels van I, en Is 
zou liggen, bezorgt geen verdere moeite. Onze stelling is dus 
hiermee bewezen. | 

8. We beschouwen thans de inversies L,, Is en Iz met drie ver- 
schillende centra en machten u,, ua en ws. Volgens 7 zijn een lijn- 
spiegeling S, en een inversie Ls ROE te bepalen, dat Tel, = LS, 
Daaruit volgt: 

ll, = b(LS) = (kl)S.. 


Er zijn nu twee gevallen mogelijk: 
1. Is = ks; dan is Ial, de identieke transformatie en men heeft: 
| LL =S S.. 
2. Ie # L; dan kan men een lijnspiegeling S, en een inversie 
Il, vinden, zodanig, dat Isl, — IsS2. In dat geval geldt: 


Islel, mn (15S>) S, == Ls (S2S.). 
Ook nu kunnen zich weer twee gevallen voordoen: 


2a. Ss —= S,; dan is S»S, de identiteit en men heeft: Ill, —= ks. 
2b. S, # Si; daarbij kunnen zich weer twee gevallen voordoen: 


«, De assen van S, en S» zijn evenwijdig. In dat geval is 
er een translatie T, zodanig, dat S:S, — T en men heeft: 
ll, = LT. | 

B. De assen van S, en S snijden elkaar. Dan is er een 
rotatie R,‚ zodanig, dat S»S, — R. In dit geval geldt: 
Bl, =bR. 


De gevallen 1, 2a en 2ba kunnen zich slechts voordoen, als de 
centra der drie inversies collineair zijn. Men heeft dus: 

Stelling 2: Zijn de centra der inversies 1, Is en Ip collineair, dan 
is ll, gelijk aan S, 1 of IT, waarbij S een lijnspiegeling, 1 een 
inversie en T een translatie is. Zijn de centra niet collineair, dan 
is Isl, gelijk aan IR, waarin 1 een inversie en S een rotatie is. 
Hierbij zijn S,T,I en R voor elk geval kk door a Lb en Is 
volkomen bepaald. 
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9. Bij het werkstuk van Câstillon hebben de verschillende 

spiegelassen, die, bij het vervangen van Islel, door een andere 
transformatie, optreden, in elk geval het middelpunt M van de 
gegeven cirkel gemeen. Daardoor kan zich het geval 2ba hier niet 
voordoen. In de gevallen 1 en 2a zijn de dekpunten der transfor- 
matie zonder moeite te vinden. We hebben dus slechts het geval 
2bp nader te onderzoeken. 
“Is X een dekpunt van de transformatie IR en is RX — X’, dan 
is PX X PX’ — u *). Nu is pg de macht van P t.o. van de cirkel, die 
het rotatie-centrum M: tot middelpunt: én "MX tot straal heeft (zie 
fig. 4). Daaruit volgt: p= PM? — MX? en dus: MX? — PM* — u. 
We onderscheiden nu twee gevallen: 





Fig. 4. 


A. P en M vallen samen. Dan is PX? —= — u, zodat er alleen 
reële dekpunten kunnen zijn, als u < O is. De genoemde dekpunten 

zijn dan te zoeken op de cirkel met P als middelpunt enV—u tot 
straal. De punten van die cirkel zijn echter dan en alleen dan dek- 
punten, als de rotatiehoek 180° is. 

B. P en M vallen niet samen. De betrekking MX? — PM* — u 
leert ons dan, dat de dekpunten gezocht moeten worden op een 
cirkel (M) met het rotatie-centrum tot middelpunt, die de cirkel 
(P, o), waarin o=V Tul loodrecht snijdt ofwel halveert, al naar 
gelang u > O of u < 0 is. 


1) Pis het centrum en de macht van de inversie Ì. 
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‘Zij fr de straal van die cirkel (M); dan is: 


Nodig en voldoende voor de bestaanbaarheid van cirkel (M, r) is: 
uS PM? | (5) 


(Geldt het gelijkteken, dan ligt M op (P, o) en dan is M het 
enige dekpunt). Zij « de rotatiehoek en r‚ de lengte van de lood- 
lijn uit M op XX’ neergelaten; dan is: 


n= lr eos hal. (6) 


Daaruit leest men af, dat het dekpunt X ligt op een raaklijn uit P 
aan de cirkel (M, r,) getrokken. Het een en ander voert tot: 

Stelling 3: Valt het rotatie-centrum M niet met het centrum P 
der inversie samen, dan zijn de snijpunten van de cirkel (M, r) met 
de raaklijnen uit P aan cirkel (M, r‚) getrokken de dekpunten van 
de transformatie IR, met dien verstande, dat slechts één der snij- 
punten op elk der raaklijnen dekpunt is; te weten: dat snijpunt, 
hetwelk door de rotatie R in het andere op dezelfde raaklijn gelegen 
snijpunt overgaat. Voor ’t geval a — 180°, moet PM als dubbel- 
tellende raaklijn worden beschouwd. De grootheden r en r‚ worden 
bepaald door (4) en (6). 

De bedoelde dekpunten zijn slechts dan reëel, als (5) geldt en 
bovendien: | 

PM 2 ri, 


is. Lettend op (4), (5) en (6) kan dit worden herleid tot: 


| PM* + u 

COS-a S PME o Ì (7) 
‚ Wegens cos a 2 —1, ligt (5) in (7) opgesloten. Derhalve is (7) 
de nodige en voldoende voorwaarde voor het reëel zijn der dek- 
punten. 

10. Met behulp van het voorgaande komt men tot de volgende 
oplossing van het werkstuk van Castillon. We nemen daarbij 
eerst aan, dat P,, Ps en Ps niet collineair zijn (zie fig. 5). Laat Q 

een willekeurig punt van cirkel (M) zijn (in fig. 5 is Q zo ge- 
kozen, dat P,Q door Ps gaat, doch dit is bijzaak). Zij verder 
Q' = LQ en Q” = IQ’. Het spiegelbeeld van Q in de loodlijn / 
uit M op P‚P‚- neergelaten is Qs, terwijl P4 het snijpunt is van 
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Fig. 5. 


P‚P, met QQ”. Geven we de spiegeling in /, met S, aan, dan is: 
Il, = LS. We stellen verder Q” —= Q”” en noemen de spiegeling 
‘in de loodlijn ls uit M op P3P4 neergelaten Sz; zij dan Qs = SQ. 
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. Ís Ps het snijpunt van Q2Q’” ret PsP4, dan is Isl4 — 15S», zodat 
let, = LLS, —= LS2S,. Nu is SoS, een rotatie met M als centrum; 
is p de hoek, waarover PP, in goniometrisch positieve zin moet 
worden gedraaid, om met P4P; samen te vallen, dan heeft de rotatie 
R in goniometrisch positieve zin plaats over een hoek 2p!). De : 
cirkel, die in Stelling 3 met (M, r) werd aangeduid, is hier niets 





anders dan de gegeven cirkel M, terwijl de cirkel (M, r,) uit ge- 
noemde stelling de cirkel is met M tot middelpunt, die aan QQ» 
raakt. De raaklijnen ft, en fs uit P; aan deze cirkel getrokken, geven 
de gezochte dekpunten B, en Bs. Daaruit verkrijgt men de drie: 
hoeken A,B;C; en A2BaCo, die aan de vraag voldoen. 

In fig. 6 is de constructie uitgevoerd voor het geval, dat P,, P» 
en Pz collineair zijn; in dit geval is Ialal, — Is. De dekpunten zijn 
de raakpunten der raaklijnen uit Ps; aan (M) getrokken. 

Het geval I; —= L is in fig. 7 geconstrueerd; dan is Islel, = S,. 
De dekpunten zijn de snijpunten van /, met cirkel (M). 

11. De wijze, waarop men van P, tot Ps geraakt, zou ook 
aldus kunnen worden beschreven: Verbind een willekeurig punt 
Q’ van (M) met P, en Ps (zie fig. 5). Trek door het tweede snij- 
punt Q van Q’P;, met de cirkel een rechte evenwijdig aan P‚P», die 
de cirkel nog in Q, snijdt. Verbind Q, met het tweede snijpunt Q” 
van Q’P, met de cirkel en bepaal het snijpunt P4 van P‚Ps en Q,Q”. 


1) P‚P,‚ en PP; worden hierbij opgevat als volstralen. 
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Trek door Q, een lijn evenwijdig aan PsP4, die de cirkel nogmaals 
in Q» snijdt en verbind Q, met het tweede snijpunt Q”” van Q”Ps 
met de cirkel. De laatste verbindingslijn snijdt P4P3 in het gezochte 
punt Ps. De spiegelassen treden in deze beschrijving niet op. 
12. Wanneer P,, Ps en Ps niet collineair zijn kan zich bij de 
in 10 beschreven constructie de bijzonderheid voordoen, dat R een 
rotatiehoek van 180° heeft, terwijl Ps in M valt (fig. 8). Volgens 


P, 





Fig. 8. t) 


9 (geval A) zijn dan alle punten van cirkel (M) dekpunten van de 
transformatie Islel,. Zullen, omgekeerd, alle punten van (M) dek- 
punten van de genoemde transformatie zijn, dan is het naar aanlei- 
ding van het voorafgaande duidelijk, dat Ps in M moet vallen, terwijl 
de rotatiehoek gelijk moet zijn aan 180°. Nu is de rotatiehoek dan en 
slechts dan 180°, als p = 90°, terwijl P‚ dan en slechts dan in M 
valt, als P4P3 door M gaat en als bovendien voldaan is aan: 
PsP4 X PsM — ys. Voor de laatste betrekking kan ook worden 
geschreven: ed 
(PsM + MPs) X P3M — P3M? — 12, 
ofwel: | | 
| MP3 JK MP4 = KR. 

Hieruit is af te lezen, dat P4 het beeldpunt is van Ps bij de 
inversie met M als centrum en r? als macht. Daar P‚P, ín P4 lood- 
recht op P4M moet staan, kan men dit ook zo uitdrukken, dat P‚Ps 


1) In de fig. is de letter P, bij het snijpunt van BC en P‚P, ver- 
geten. - ge 18 


5 
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de poollijn moet zijn van Pz to. van de cirkel (M). Daarbij moet 
bovendien nog voldaan Zijn aan: P‚P4 X PaP, —= ua (zie fig. 8). 
Hiervoor kan ook worden geschreven: | 

PP, X (PeP4 + P‚P,) —= PaM? — 72, 

of: 

PaP, X P4P, — (PoM? — PoP?) — 1? — PM? — r? = u. 

Daar nu: u4 = P4P3 X P4M, gaat dit over in: 

PP, X P‚P; = .P4P3 X PaM. 

Volgens een elementaire eigenschap is dit de nodige en vol- 
doende voorwaarde, dat M het hoogtepunt is van A P‚P‚Ps. Dan 
is echter P‚PsP3 een pooldriehoek van cirkel (M). Daarmee is 
het resultaat van 5 langs andere weg gevonden. 

In het volgende zullen we, zo niet anders wordt gezegd, steeds 
aannemen, dat P;‚P,P; geen pooldriehoek is. 

13. Uit de constructie in 10 volgt, dat het vraagstuk dan en 
slechts dan (reële) oplossingen heeft, als: 

PsM 2 r. 
(Geldt het gelijkteken, dan voldoen 2 samenvallende driehoeken). 
Men ziet gemakkelijk, dat deze voorwaarde gelijkwaardig is met: 


Aus an QQ2? 20 








of: 
Us — Mr sin p= 0. 
Wegens (3) heeft men: 
_ Ma Ma. _ Ms Ha 
BPP U ds pp$ 
zodat: 
ee bilellg 
Ùs PP? X P‚P2 | 8) 


Daardoor | wordt de voorwaarde: 
Ha Ho Ha HFP,PPX PP? sin 2p 20. 
Is O de oppervlakte van A P‚P>Ps, dn kan hiervoor ook wor- 
den geschreven: | 
Ui Ma U3 + 4r°0° = 0. (9) 
Dit geldt ook nog, als P,, P, en Ps collineair zijn; in (9) moet 


men dan O = 0 nemen, terwijl men bovendien moet bedenken, dat 
het gelijkteken moet vervallen. (Immers uit ú,usug = O zou volgen, 
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dat een der gegeven punten op (M) ligt, hetgeen tegen de onder- 
stelling is). | 

Samenvattend heeft men dus: | | 

. De nodige en voldoende voorwaarde voor het benk van drie- 
hoeken, die aan de vraag voldoen, is de-ongelijkheid (9), met dien 
verstande, dat daarin het teken „groter dan” moet gelden, indien 
de gegeven punten in één rechte liggen. 

14. Uit (9) kan men aflezen: 

Zijn P;, Ps en P3 collineair, dan zijn er dan-en slechts dan 2 
driehoeken, die aan de vraag voldoen, als van de genoemde punten 
een oneven aantal buiten cirkel (M) ligt. 

Zonder berekening is overigens direct in te zien, dat er zeker 
geen driehdek aan de vraag voldoet, als er een even aantal van de 
gegeven punten buiten de cirkel ligt. 

Zijn P;, Ps en P3 niet collineair en ligt van deze punten een on- 
even aantal buiten cirkel M, dan voldoen er 2 driehoeken (die ook 
kunnen samenvallen) aan de vraag. | 

Ligt in dit geval een even aantal dier punten buiten de cirkel, 
dan voldoen er dan en slechts dan driehoeken aan de vraag, indien 
aan (9) is voldaan. | 

15. De nauwkeurige beschouwing van fig. 5 leert ons, dat de 
gegeven constructie ook nog anders kan worden opgevat. We 
onderstellen voorlopig, dat P;, P, en Pz niet-collineair zijn. Daar 
LB; —= A; en Tol, = Ss, is ook LSB; —= A;, of LD; — A; Hier- 
in is D, het spiegelbeeld van B; in ‚, dus B;D; // P‚Ps. Men kan 
een en ander ook zo uitdrukken, dat A;D; door P4 gaat, als D; 
voorstelt het tweede snijpunt met de cirkel van de rechte door B, 
evenwijdig aan P‚Ps getrokken. Verder is LD; —B;, zodat ook: 
5S.D; = B; of: SD; —= kB; Nu is bB; = E; het van B ver- 
schillende snijpunt van t;‚ met cirkel (M). Derhalve is SoD; — Es, 
hetgeen beduidt, dat D;E; // P3P4. In A B5D;E; heeft men dus 
een driehoek, waarvan twee zijlijnen evenwijdig zijn met de rechten 
P‚P, en P3P4, terwijl de andere zijlijn door P; gaat.’ Zijn dus P4 
en Ps eenmaal gevonden, dan komt de verdere constructie neer 
op het oplossen van het vraagstuk: 

Construeer in een gegeven cirkel een driehoek, waarvan twee 
zijlijnen evenwijdig zijn aan gegeven rechten, terwijl de derde zij- 
lijn door een gegeven punt gaat. Dit is een speciaal geval van de 
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oorspronkelijke opgave, nl. dat, waarbij twee der gegeven punten 
oneigenlijk zijn. De in 10 gegeven constructie kan dus eenvoudig 
worden opgevat als het terugbrengen van de opgave tot een bij- 
zonder geval, dat gemakkelijker kan worden opgelost. De rol van 
cirkel (M‚r,) uit Stelling 3 is daarbij duidelijk genoeg. Immers, 
construeert men in cirkel (M) driehoeken, waarvan twee zijlijnen 
evenwijdig zijn aan de gegeven rechte, dan omhult de derde zijlijn 
dezer driehoeken een cirkel en deze is het, die we vroeger (Mr) 
noemden. Liggen P,, P„ en Ps op één rechte, dan is het vraagstuk 
op deze wijze terug te brengen tot: 

Construeer in een gegeven cirkel een driehoek, waarvan één zij- 
lijn evenwijdig is aan een gegeven rechte, terwijl de andere zijlijnen 
elk door een gegeven punt gaan. 

16. De in 15 beschreven oplossingsmethode is gevolgd door de 
Heren A. Adriaanse, W. J. Reuvecamp Jr. en Ir. J. ii 
Tekelenburg. Bij het bepalen van de punten P4 en Ps (het 
enige, waar het ten slotte op aan komt) maken deze Heren alle 
gebruik van de betrekking (2), die voor Ps luidt: 


P,P, X PP, — Mo, (2a) 


terwijl ze voor P; overgaat in: 
P3Ps X P3P4 = Hz. (2b) 


De genoemde inzenders leiden deze betrekkingen af op dezelfde 
wijze als dit in 7 voor de betrekking (2) is gedaan. 

De Heer Reuvecamp construeert de punten P4 en Ps op de 
volgende aardige manier: Beschrijf met middelpunt P, en met 
straal P,P, een cirkelboog, die de gegeven cirkel in F snijdt; be- 
paal het tweede snijpunt van P,F met de cirkel. Zij dit G; be- 
schrijf dan een cirkelboog met PsG tot straal en Ps als middel- 
punt. Deze snijdt P‚Ps in twee punten, waarvan één het punt P4 is. 

“Welk der beide punten men hebben moet, blijkt, door erop te letten, 
dat (2a) moet gelden met inachtneming der tekens. Op analoge 
wijze vindt men Ps. 

17. In fig. 5 heeft men: BE, —= B2Es; daaruit walst bg B,Ba 
=—= bg E,E», zodat << B‚P;B, = bg B,Bs = Z B‚MBs. Derhalve 
is B‚B,PsM een koordenvierhoek. De punten B, en Ba zijn dus 
blijkbaar de snijpunten van cirkel (M) met de omgeschreven cirkel 
(O) van die koordenvierhoek. Van deze cirkel is punt M bekend, 
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terwijl P; kan worden geconstrueerd. Wanneer we nu. nog een 
gemakkelijk te construeren punt van cirkel (O) kunnen aangeven, 
dan is daarmee de weg gewezen tot een derde oplossing van het 
vraagstuk. Daar P, en P3 met betrekking tot B, en B, dezelfde rol 
spelen, ligt het voor de hand, dat het punt P;, dat uit Ps wordt 
afgeleid op analoge wijze, als waarop Ps; uit P, is verkregen, op 
cirkel (O) zal liggen. Met P; is daarbij dus bedoeld het punt, dat 
voldoet aan: P,‚ —= LleP3 —= LiPo. (Dit is analoog aan: Ps = 
bleP, = LPs). Dat P; inderdaad op de genoemde cirkel ligt, blijkt 
als volgt: Het is duidelijk, dat de dubbelpunten van de transfor- 
matie I,I-I; gezocht moeten worden in de’ snijpunten van de raak- 
lijnen uit P; aan cirkel (Mrs) getrokken met cirkel (M). Daarbij 
is ra = |r cos pl, terwijl p de hoek is, waarover PsP3 in gonio-' 
metrisch positieve zin moet draaien, om met PsP; samen te vallen. 
Dit is niets anders dan Stelling 3, toegepast op het product Lle13; 
volgens die stelling zijn slechts twee der genoemde snijpunten dek- 
punten. Daar de transformaties I,lel; en Talol, elkaars inverse zijn, 
hebben ze dezelfde dekpunten. De raaklijnen uit P;, aan cirkel 
(Mro) zijn dus P;B, en P,Ba. Op dezelfde wijze als in de aanvang 
van dit nummer voor P; is gedaan, kan nu dus weer worden aan- 
getoond, dat P; ligt op de cirkel door B,, Bs en M, d.i. op cirkel 
(O). Dit voert tot de volgende constructie: (zie fig. 9). Bepaal het 
punt Ps, waarin P,‚ overgaat door de inversie Is, alsmede het punt 
P;, waarin P4 overgaat door de inversie Is. Construeer verder 
Ps = IeP3 en P; = hPs. 

De omgeschreven cirkel van A PsMP; snijdt nu op cirkel M twee 
punten B, en Bs in, die dienst kunnen doen als hoekpunt van een 
driehoek, die aan de vraag voldoet. De punten Ps t/m P; zijn in 
fig. 9 op de in 16 aangegeven wijze gevonden. Om de figuur niet te 
. overladen, zijn evenwel de construêtielijnen weggelaten, terwijl 
slechts een der driehoeken, die voldoen, is aangegeven. 


18. Eén der inzenders, de.Heer G. J. J. Veltkamp lost het 
vraagstuk eveneens met behulp van inversie op en wel op de vol- 
gende manier: Bepaal het punt M3 —= Ealel,M èn neem aan, dat 
A ABC aan de vraag voldoet. Op de rechte M3B passen we nu de. 
inversie 13 toe; we krijgen dan als inverse figuur een cirkel of 
rechte gaande door Ps, Ms en A. Op deze figuur passen we de . 
inversie Is, toe, waardoor zij overgaat in een cirkel of een rechte 


288 


door Ps, M, en C.… Hierop passen wij nu de inversie 1, toe, waar- 
door we een cirkel of een rechte door P‚, M en B vinden. Deze 
laatste figuur gaan we ten slotte inverteren met M als centrum en 
r* als macht; ze gaat dan over in .de rechte P‚/’B, indien. P„’ het 
beeldpunt is van P; bij de laatstgenoemde inversie. We komen dus . 





Fig. 9. 


tot de slotsom, dat de rechte M3B door de bovenstaande vier inver- 
sies overgaat in de rechte PB. De cirkel (M) wordt door deze 
vier inversies in zichzelf omgezet. 

Beschouwen we nu de hoek tussen M3B en cirkel (M), deze ver- 
andert bij elk der genoemde inversies alleen van teken. Daaâruit 
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Die Veröffentlichung dieser deutschen Uebersetzung macht auch 
uns das Lehrbuch der Differentialgeometrie von V. Hlavaty zugäng- 
lich, dem Prager Universitätslehrer, der als tätiger und ‘fruchtbarer 
Bearbeiter der neuen differentialgeometrischen Gebiete bekannt ist. 
Hier handelt es sich indes um die klassische Differentialgeometrie, 
d.h. die metrische Theorie der Kurven und Flächen im gewöhnlichen 
Raum. Und es handelt sich auch um eine umfang- únd inhaltsreiche, 
aber elementare Darstellung, die beim Leser nur die Kenntnis der 
gewöhnlichen analytischen Geometrie des Raumes (und der Infini- 
tesimalrechnung) voraussetzt. Als Werkzeug für die Auseinanderset- 
zung und Untersuchung benutzt Verfasser die Vektorrechnung und in 
der Flächentheorie in Verbindung mit krummlinigen Bezugssystemen 
auf einer Fläche die Tensorrechnung von Ricci. 5 | 

Das Werk von Hlavaty ist ausführlich und wohlgeordnet nach 
Anlage und Darstellung. Zahlreiche Beispiele und Nebenresultate (die 
nicht selten neu sind oder doch wenigstens zum erstenmale in einem 
Lehrbuch auftreten) erläutern zweckmässig die allgemeine Theorie 
und verdeutlichen sie an konkreten Fällen, ohne dass dabei der rote 
Faden der Entwicklung verloren geht. Er vermehrt so in nützlicher 
Weise die Reihe der Lehrbücher;, die geeignet sind, für dieses Gebiet 
eine gute Grundlage und Einführung abzugeben. 

Der Verfasser trägt dazu, in den allgemeinen Gesichtspunkten und 
auch in der Auswahl und Anordung der auseinandergesetzten Begriffe 
und Ergebnisse, eine ausgesprochen persönliche Note bei: die Note 
eines praktischen, wirklichkeitsnahen Geistes, der andererseits her- 
vorragend zu organisieren und analysieren versteht. | 

Zusammenfassend sei gesagt: Das Werk entspricht ausgezeichnet 
_den vorwiegend. didaktischen Zielen, die es verfolgt. Seine Lektüre, 
mit der gleichen unermüdlichen Geduld unternommen, mit der Ver- 
fasser den Weg vorgezeichnet hat, wird von unzweifelhaftem Nutzen 
für jeden sein, der die Differentialgeometrie und ihre modernen For- 
schungsmethoden kennen lernen will. 

| (E‚ BorToLorTij. 


VORWORT DES ÜBERSETZERS. 


“Als mir der ehrenvolle Auftrag erteilt wurde, die Redaktion der 
vorliegenden Übersetzung zu übernehmen, gemahnte mich die Lek- 
türe des Originaltextes mehrfach an ein berühmtes Buch: H. Weyls 
‚„Raum-Zeit-Materie” (Berlin, 1923 in 5. Auflage bei J. Springer). 

„Je gröBer die Gefahr. einer trockenen und langweiligen Manier für 
eine deduktive ùnd streng, systematische Darstellung eines wissen- 
schaftlichen Gebietes ist, desto gröBer der Reiz, wenn es trotzdem 
gelingt, diese Klippen zu vermeiden, Nun gar im Falle eines Lehr- 
buchs für geometrisch interessierte Studierende mittlerer Semester! 
Hier galt es drei Dinge ‘unter einen Hut zu bringen: Formalismus, 
Pädagogik und geometrischen Inhaltsreichtum. 

Der deduktiv-systematischen Leitmotive halber konnte der Forma- 
lismus des Vektor- und insbesondere der des Tensorkalküls unmöglich. 
in einen rückwärtigen „Anhang”verbannt werden. Er muôte vielmehr 
stets (vornehmlich im zweiten Kapitel) in den näheren Vordergrund 
gestellt. werden. Offensichtlich gewinnt der formale Apparat des Ten- 
sorkalküls: pädagogisch. sympathischere: Züge, wenn man ihn in wohl- 
begrenzten Dosen verteilt. Deshalb (und immer natürlich auch aus 
systematischen Gründen-Verweilen auf nullter bzw. erster Differen- 
tiationsstufe. der ‘Flächenmetrik) wurde die Entwicklung des Tensor- 
kalküls im zweiten Kapitel zweimal absichtlich unterbrochen (durch 

den dritten: und fünften Abschnitt). Es sollte sofort gezeigt werden, 
_wozü der entwickelte Formalismus pendtigt wird und: was er zu leisten 
vermag. Dabei wird mit Christoffelsymbolen. se Art bl 
operiert, was man ‘wohl auch als‘eine Vereinfachung der Symbolik 
ansehen kann. Die- Indexstellung wurde dem Weylschen Muster an- 


gepaBt 7 fj an Stelle von aes dagegen_ am Klammersymbol 
1/7 p 


festgehalten, da Weyls Dreizeigersymbole To in der Fachliteratur 
einem allgemeineren Falle vorbehalten worden sind. 

Das zweite Kapitel des Buches, mit ‘welchem die Flächentheorie: 
beginnt, ist, wie der Kenner sogleich bemerkt, von der Tendenz be- 
herrscht, von der Existenz eines dreidimensionalen euklidischen Ein- 
bettungsraumes für die in Rede stehenden Flächen weitgehendst zu 
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abstrahieren. Ein solches Programm restlos durchzuführen, wird wohl 
stets aus pädagogischen Gründen unmöglich sein. Gleichwohl ist es 
gelungen, den Begriff des Gaufschen KrümmungsmafBes vor dem der 
Flächennormalen einzuführen, da die entsprechend präparierte 
Kenntnis der sgn. kovarianten Differéntiation auf dem Wege über 
ein bekanntes Lemma von Ricci dazu âuf wenigen Zeilen Gelegènheit 
bietet. Dagegen muôten wegen der wiederholten Verwendung des 
Radiusraumvektors r(£) der Punkte einer Fläche gewisse ‚„Residuen”’ 
der Vorstellung eingebetteter Flächen auch im zweiten Kapitel des 
Buches erhalten bleiben. Um die hier wichtigen Begriffsunterschiede 
dauernd zu distanzieren, wurden stets ‚„Vektoren”’ und ‚„Raumvek- 
toren” unterschieden. Insbesondere erscheinen so im ersten Kapitel 
des Buches, welches der Kurventheorie gewidmet ist, lediglich ‚„Raum- 
vektoren” (auch hier ,,Vektoren auf der Kurve”’, d.h. also (einkom- 
ponentige!) Tangentenvektoren zu unterscheiden, würde man gewil 
für eine. terminologische Übertreibung ‘ansehen müssen), wobei eine 
gewisse sprachliche Schwierigkeit hinsichtlich der Übersetzung des 
hier in der tschechischen Sprache sehr gute Dienste leistenden Wortes 
„úsetka”’ nicht verhehlt sei. 

Die bekannten groBen Vorteile tensorieller Darstellung, : allge- 
meiner Charakter der Koordinatenwahl bei invarianter Formulierung, 
kommen natürlich auch den weiteren Kapiteln (III) und (IV) der hier 
entwickelten Flächentheorie zu Gute. Dies wird man z.B. in der Be- 
handlung der Krümmungslinien, oder auch gelegentlich der Unter- 
suchung der W-Flächen bemerken. 

In gruppentheoretischer Hinsicht handelt es sich bezüglich der 
Auswahl ‘des Stoffes naturgemäf bis auf geringfügige Ausnahmen 
(z.B. in $ 2 des dritten Abschnittes von Kapitel (III), oder auch in 
8 4 des vierten' Abschnittes von Kapitel (IV)) stets um bewegungs- . 
invariante Differentialgeometrie. Dagegen konnte die Darstellung 
nicht immer auf reelles Gebiet beschränkt werden, da dies ja seit Lie 
und WeierstraB’. Tagen unmöglich: geworden ist, will man nicht die 
Behandlung der so wichtigen und interessanten. Klasse der Minimal- 
flächen vernachlässigen, ganz abgesehen von rn der 
Winkelmetrik auf Flächen, der konformen SEODNGUS, usw. | 
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Setzen wir in diese Gleichung für Ig /G aus (3, 5e) vom 


dritten Abschnitt des dritten Kapitels (S. 391) ein, so erhalten 
wir den in (2, 14a) angegebenen Ausdruck. Analog läBt sich 
(2, 14b) beweisen. 

Aus diesen Hilfssätzen folgt geradewegs 


Satz (2, 8). Den Hauptkurven der Evolventen ERR DReE auf der Evo- 
lute konjugierte Kurven. 


_Beweis. In Hauptparametern gilt (2, 14) und somit ist insbesondere 
iM = 0, d.h. die ZUgSROReEn Kurven auf der Evolute #1 sind 
konjugiert. 

__ Als weitere Anwendung des oberen Satzes können wir den fol- 
genden Satz beweisen. 


Satz (2, 9). In Hauptparametern gilt für das daa iK der 
Evolute IT 


dR, DR, 
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volgt, dat M3B en P;’B met cirkel M gelijke, in draaizin overeen- 
stemmende hoeken maken. Derhalve liggen M3, B en P,’ op één 
rechte. Daar nu de punten M3 en P;’ te construeren zijn, vindt men 
dus B, en Bs als snijpunten van MaP;’ met cirkel M. 

In tegenstelling met de constructies in 3 en 10 ligt hier 
het bewijs van de constructie niet in de voorbereiding opgesloten, 
We weten alleen nog maar, dat, als er een driehoek ABC is, die 
voldoet, het punt B op M3P;’ moet liggen. Het bewijs kan geleverd 
worden door er gebruik van te maken, dat de dubbelverhouding 
van vier collineaire of concyclische punten bij inversie onveranderd 
blijft. Is V het oneigenlijke punt van M3P;’ en W dat van de 
rechte, waarin M3P;/ door de vier inversies overgaat, terwijl S, en 
S> de snijpunten zijn van M3P;’ met (M), die door de inversies 
overgaan in de punten S,’ en S»’ van (M), dan is dus (M3S1S2V) 
— (WS/S2/Ps/) = (P/S2/Si/W). De puntendrietallen Ms, Si, Sa 
‚en P,/, Sy’, Si’ zijn dus gelijkvormig en zelfs congruent, daar de 
rechten S,S» en S,’Ss’ in S, en S,’ de cirkel (M) onder gelijke 
gerichte hoeken snijden. Uit deze gelijke gerichte hoeken en deze 
congruente puntendrietallen volgt nu gemakkelijk, dat S, met S,’ 
en S» met S»’ samenvalt. Tevens blijkt zo, dat M3 en P„’ gelijke 
afstanden tot M hebben. *) Als M3 en P,/ samenvallen, moeten we 
voor de rechte SS» (dus B,B») blijkbaar de loodlijn door Ms op 
MM; nemen. | 

Naar aanleiding van deze constructie kan nog de volgende op- 
merking: worden gemaakt: Uit Stelling 2 volgt, dat men het punt 
Ms = Islel,M ook kan vinden door een: rotatie om M over een 
hoek 2pin tegenwijzerzin, gevolgd door de inversie Is. Daar M 
door de genoemde rotatie op zijn plaats blijft, volgt hieruit, dat 
het punt M3 zo op P;M gelegen is, dat P;,M X PsM3 = us. Hiervoor 
kan men ook schrijven: P;M X (PsM + MM3) = P;M? — #2, of: — 
MP; Xx MMs3 = r°. Daaruit blijkt, dat M3 met Ps’ samenvalt, waar- 
bij met Ps’ bedoeld is het beeldpunt van Ps bij de inversie met M 
tot centrum en r° als macht. Hierbij is aangenomen, dat P,, Ps en 
Ps zo algemeen mogelijk gelegen zijn. 

De rechte P;’'M3 is klaarblijkelijk het beeld van de cirkel 0 bij 
de genoemde inversie. De redenering van den Heer Veltkamp 


1) Vgl, ook 19. 
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verschaft ons meteen een ander bewijs voor het feit, dat P; (en 
dan natuurlijk ook Ps) op de cirkel MB,Bo ligt. 

19. Omtrent de ligging der punten P; en P; valt nog het 
volgende te vermelden: 

Volgens (3) heeft men: 


Mell3 Mille 


OBR ve BIE 








zodat: 


u | Milkollz 
den P,Ps? X P‚Pe? 
Daar nu P, = kP, en Pe —= IoP3, is: 
P.P, X P.P4 en PP, X P.Ps ame Ma 
waaruit volgt, dat P,PeP‚P; een koordenvierhoek is. Derhalve is: 
P.P3? X P,P6? — P,P2? X PsP42. 
Men vindt dus: 
Hilkell3 
T_P‚P‚? XPP? 

Daaruit blijkt in verband met (8): us = wr, zodat: P;M —= P‚M. 
‘Uit het bovenstaande volgt bovendien: p + wp == 180° en dus: 
ra = |r cos p | = Ir cos pl = r,. De cirkels (M‚r‚) en (M‚ra) 
vallen dus samen. De onderlinge ligging van M, Ps, P;, B, en Ba 





Fig. 10.) 


is in fig. 10 afzonderlijk aangeduid. Daaruit is zonder moeite te 
zien, dat P; uit Ps; kan worden afgeleid door een rotatie om M in 
goniometrisch negatieve zin over een hoek 2p. Deze opmerking 
doet ons P; op eenvoudiger wijze vinden, dan in 17 is beschreven. 


1) P moet zijn P 
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20. Een willekeurige rechte door P, wordt door de inversie 
|L, omgezet in een rechte of een cirkel gaande door P, en Ps. Deze 
laatste figuur wordt door 1, omgezet in een cirkel (of een rechte) 
door P3 en Ps, De inversie Is tenslotte doet deze figuur overgaan 
in een rechte door Ps. Elke rechte door P, wordt derhalve door de 
transtormatie Isl,l, omgezet in een rechte door Ps. In het bijzonder 
wordt de rechte P;B omgezet in P;B. Hieruit leidt men af, dat 
P;B en P;B gelijke, doch tegengestelde hoeken met cirkel (M) 
maken, hetgeen trouwens ook in fig. 10 direct is te zien. Laat nu S 
één der snijpunten zijn van P‚P; met cirkel (M); dit punt wordt 
door de transformatie Isl, omgezet in S”. De rechte P;S gaat 
dus door de genoemde transformatie over in P;S”. Zij «a de hoek, 
waarover men P;S in goniometrisch positieve zin moet draaien, om 
haar met P;B te doen samenvallen. De inverse figuren, die ont- 
staan door toepassing der inversie 1, maken in Ps een hoek, die 
gelijk, doch tegengesteld is aan «; de hoek, die de genoemde 
figuren in P, met elkaar maken stemt dan in grootte en zin 
overeen met «. Om nu tot PsS”’ en PsB te geraken, moeten nog 
de inversies I, en Is worden toegepast en daarbij gaat P, over in 
P;. Daaruit volgt, dat men P;S”’ in goniometrisch positieve zin 
over een hoek « moet draaien om haar met P;B te doen samen- 
vallen. Is Q het snijpunt van P5S”” en P;P,, dan is dus QP;P:B 
een koordenvierhoek. Zo komt men tot de volgende constructie: 
Bepaal de punten Ps, P, en Q en construeer de cirkel door deze 
punten. Deze snijdt cirkel (M) in twee punten, die als hoekpunten 
dienst kunnen doen van 2 driehoeken, welke aan de vraag voldoen. 
(De bedoelde cirkel is natuurlijk dezelfde als de omgeschreven 
cirkel van A PsMP,;). 

21. De in 20 beschreven constructie is te vinden in: J.Peter- 
sen, Methodes et Théories pour la résolution des problèmes de 
Constructions Géométriques (trad. par O. Chemin ) diême édition, 
Paris 1931, p. 39 no. 201. Er wordt daarbij echter niet opgemerkt, 
dat P; door rotatie uit Ps is af te leiden en evenmin, dat de ge- 
bruikte cirkel door M gaat, dus, dat de constructie van Q feitelijk 
overbodig is, | 

Als P,, Ps en Ps collineair zijn, kan men gemakkelijk narekenen, 
dat Ps en P‚ samenvallen. Daaruit blijkt dan, dat fig. 6 als een 
bijzonder geval van fig. 9 kan worden opgevat: de rechte PsP; 
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is in fig. 6 de rechte door Ps loodrecht op MP; en de cirkel (O) 
is overgegaan in de cirkel op P;M als middellijn. Ook fig. 7 kan, 
als bijzonder geval van fig. 9 worden beschouwd. De punten Ps 
en P, vallen nu samen met het oneigenlijke punt van P‚PeP3 en de 
cirkel (O) is overgegaan in de loodrecht op P‚PsP3 staande 
middellijn L, van cirkel (M). 

22. Uit fig. 5 willen we nog een andere constructie afleiden, die 
door de Heren A. Adriaanse en W.J. Reuvecamp Jt. is. 
ingezonden. We kunnen nl. de hoekpunten van de beide driehoe- 
ken, die aan de vraag voldoen, beschouwen als hoekpunten van 
een in cirkel (M) beschreven enkelvoudige zeshoek A>BsC2A,BiC,. 
Volgens de stelling van Pascal liggen dan de snijpunten {A2B», 
AB}, {B2C», BiC,} en {AiCa, A2C,} op één rechte. Dit be- 
tekent, dat A,C>, A2C; en P‚P3 door één punt gaan. De poollijn 
van dit punt t.o. van cirkel (M) is blijkbaar PsS, waarin S het . 
snijpunt is van A;A» en C‚C». Dus ligt de pool van P‚P3 op PS. 
Men kan: dit ook zo uitdrukken, dat S ligt op de rechte, die Ps 
met de pool Ps’ van P‚P4 verbindt. Bovendien ligt S op de pool- 
lijn po’ van P». Derhalve is S het snijpunt van PP‚’ en p„’. 
Evenzo vindt men: 

Het snijpunt van A;As en B,Bs is tevens dat van PsPs’ en pa’ 

_en het snijpunt van B,Bs en C‚Cs is tevens het snijpunt van P‚P‚’ 
en pi’. Zo geraken we tot de volgende constructie: (fig. 11). Be- 
paal de toegevoegde driehoek P‚/Ps’Ps’ van P‚PaP; to. van cirkel 
(M). Het snijpunt van P‚P‚// met pi’ zij Q. De zijden van 
A Q1Q2Qs snijden nu op cirkel (M) de hoekpunten in van twee 
driehoeken, die aan de vraag voldoen. *) De constructie wordt in 
de in de noot genoemde boeken uitvoerig behandeld. We gaan er dan 
ook niet nader op in. Opgemerkt zij nog dat in fig. 11 de rechten 
P‚P‚’, PaP’ en P3P3’ volgens een bekende eigenschap door één 
punt gaan. 
23. Wanneer één der zijlijnen van A P‚PeP3 cirkel (M) niet 
snijdt, kan ook de volgende constructie worden toegepast: Ver- 
4) Dr. Fred Schuh, Leerboek der Nieuwere Meetkunde van het 
vlak en van de ruimte, Groningen 1938, biz. 355, vrgst. 1263 t/m 
vrgst. 1266. 

Dr. P. Molenbroek, Leerboek der Vlakke Meetkunde, 8e druk, 
blz. 453, voorbeeld 76. 


J. Versluys, Inleiding tot de nieuwere meetkunde van het platte 
vlak, Groningen 1919, blz. 85/86. 
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onderstel, dat P,Ps cirkel (M) niet snijdt. We beschouwen (fig. 12) 





| P, 
Fig. A1. 


P‚P; als machtlijn van de cirkelbundel waarvan (M) een exem- 
plaar is; zij P een der grenspunten van die bundel. De involuto- 





Fig. 12. 
rische centrale collineatie met P als centrum, die P‚Ps in de 
oneigenlijke rechte omzet, heeft tot as de rechte, die verkregen 
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wordt door P‚Ps to. van P met 2 te vermenigvuldigen. Deze as 
is juist de poollijn p van P to. van (M), terwijl cirkel (M) door 
de collineätie in zichzelf overgaat. Zij Ps’ het punt waarin P3 
overgaat; een driehoek ABC, die aan de vraag voldoet gaat dan 
over in een driehoek, beschreven in (M), waarvan de zijlijnen 
B'C’ en C’A’ opv. evenwijdig zijn met PP, en PP», terwijl de 
zijlijn A/B’ door Ps’ gaat. Zo’n driehoek is zonder moeite te con- 
strueren; van de 2 driehoeken, die in fig. 12 voldoen, zijn alleen 
getekend de zijlijnen door Ps’. De cirkel, waaraan deze zijlijnen 
moeten raken, is aldus gevonden: Door het snijpunt Q van PP, 
met (M) trekt men een lijn evenwijdig aan PP», die (M) nog im S 
snijdt. Vervolgens verbindt men S met het tweede snijpunt R van 
PP, en (M) en construeert de cirkel met middelpunt M, die RS _ 
raakt; dit is de gezochte cirkel. Daaruit zijn dan gemakkelijk met 





Fig. 13. 


„behulp van de collineatie de driehoeken af te leiden, die aan de 
oorspronkelijke vraag voldoen; in ‘de fig. zijn deze gestippeld. 
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24. Ligt één der punten P;, Ps, P3 (bijvoorbeeld P3) binnen 
cirkel (M), dan kan men ook op de volgende wijze tot het doel 
geraken (fig. 13). Laten Q en Q’ de snijpunten zijn van MP3 met 
de cirkel. Daar de puntenparen P3, M en Q, Q’ elkaar niet scheiden, 
kan men een puntenpaar vinden, dat de beide genoemde punten- 
paren harmonisch scheidt. Dit puntenpaar vindt men bv. door de 
grenspunten te construeren van de cirkelbundel bepaald door (M) 
en de cirkel op P3M als middellijn; zij P één dier grenspunten en 
‚p de poollijn van P to. van cirkel (M). De involutorische centrale 
collineatie met P als centrum en p als as, die Ps in M omzet, doet 
cirkel (M) in zichzelf overgaan. Zijn P‚’ en Ps’ de punten, waarin 
P, en Ps worden omgezet, dan doet de collineatie de gevraagde 
driehoek ABC overgaan in een driehoek A’B’C’, waarvan de zij- 
lijnen B'C’, C’A'.en A/B’ opv. door Ps’, Ps’ en M gaan. Daar deze 
driehoek rechthoekig is in C’, kan men hem gemakkelijk constru- 
eren: C/ moet nl. één der snijpunten zijn van (M) met de cirkel 
op P‚’P„’ als middellijn beschreven. Uit A A’B’C’ vindt men dan 
met behulp van de collineatie de gezochte driehoek ABC. 

25. Een eerste uitbreiding van het werkstuk ‘van Castillon 
kan daarin bestaan, dat men de vraag stelt, in een gegeven cirkel 
een n-hoek te beschrijven, waarvan de zijlijnen opvolgend door n 
gegeven punten gaan. Dit vraagstuk kan volgens de in 3 en 6 
besproken methode worden opgelost. Ook de oplossing met behulp 
van inversie kan worden gebruikt; daarbij moet men onderscheid 
maken tussen het geval, dat n oneven is en het geval, dat n even 
is. Dit berust daarop, dat het product van een oneven aantal in- 
versies, die ieder voor zich de cirkel (M) in zichzelf omzetten, 
te vervangen is door een rotatie gevolgd door een inversie. Het 
product van een even aantal van dergelijke inversies echter is te 
vervangen door een spiegeling gevolgd door een inversie. Een 
en ander is zonder moeite uit de stellingen 1 en 2 af te leiden; 
daarbij is verondersteld, dat de centra P zo algemeen mogelijk _ 
gelegen zijn. Hiermee staat in verband, dat voor even n bij de: 
constructie van den Heer Veltkamp (18) de laatste inversie 
(nl. die met M als centrum en r? als macht) achterwege kan 
blijven. 

Het zo. uitgebreide vraagstuk kan verder worden gegeneraliseerd, 
door de cirkel te vervangen door een kegelsnede, die door 5 pun- 
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ten is gegeven. De methode van 3 en 6 kan dan worden toegepast, 
terwijl voor n —= 3 ook de constructies van 22 en 23 blijven gelden. 
Ook kan men dit geval terugbrengen tot het overeenkomstige 
vraagstuk voor de cirkel. *) 

Nog een stap verder gaande, kan men de opgave stellen, in 
een gegeven kegelsnede een n-hoek te construeren, waarvan de 
zijlijnen opv. raken aan n kegelsneden, die elk voor zich de gegeven 
kegelsnede dubbel aanraken. Dit vraagstuk kan ook weer met 
behulp van 3 worden opgelost; dat is dus wel de meest algemene. 
oplossing. 

Het spreekt wel van zelf, dat men van elk der bovengenoemde 
vraagstukken ook het duale kan behandelen. 


Slotopmerking. Het bijzondere geval van het werkstuk van 
Castillon, waarbij cirkel (M) aan de zijlijnen van A P‚P>P3 
raakt, wordt wel het vraagstuk van Clausen genoemd.?) De 
eenvoudigste oplossingsmethode is in dit geval die met behulp van 
pool en poollijn (vgl. 22). 


1) J. Steiner, Die Geomeftrischen Konstruktionen, Ostwald’s 
Klassiker Nr. 60, Leipzig, blz. 76/77 Aufgabe 20. 

2) A.J. Drost en G. van Herk, Naar aanleiding van het 
vraagstuk van Clausen, Nieuw Arch. v. Wisk, Tweede Reeks, 
dl. XVI, Iste stuk, blz. 7983. 
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P. NOORDHOFF N.V. — GRONINGEN : BATAVIA 


DE MEETKUNDIGE VAKTAAL 


In zijn beschouwingen over de wiskundige vaktaal in den I2en. 
jaargang merkt de heer Schogt op (blz. 188), dat het gebruik van 
de termen „lijnstuk” en „halve lijn” thans zoo algemeen is, dat 
het nauwelijks noodig is nog iets ter aanbeveling in het ‘midden 
te brengen. Op blz. 191 wijst hij er voorts op, dat het voor de 
hand ligt ook onderscheid te maken tuschen zwaartelijnen en 
zwaartelijnstukken enz., doch dat vrijwel niemand dit doet. *) 

Helaas worden die termen nog geenszins algemeen gebruikt. 
Behalve in vele leerboeken wordt ook in wetenschappelijke publi- 
caties nog herhaaldelijk het woord lijn voor twee verschillende 
begrippen gebruikt. 

In Indië is kort geleden voorgesteld om het gebruik van de ter- 
men „halve lijn” en „lijnstuk (segment)” uitdrukkelijk te verbie- 
den 2). Voor zoo’n verbod werden drie motieven opgegeven: 

a. Het sticht verwarring, als die termen door den docent worden 
gebruikt of in een examenopgave voorkomen, terwijl ze in het 
leerboek (van Van Thijn) niet worden gebezigd. 

b. De leerlingen zullen geen hoogen dunk krijgen van de correcte 

| wijze van uitdrukken in de wiskunde, als ze bemerken, dat de 
docent niet consequent is en over de lengte van een hoogtelijn 
spreekt (in de terminologie van Bottema is dit in orde). 

c. De oneenigheid in het wiskundige kamp over de terminologie 
maakt het gebruik van niet algemeen gebruikte termen onge- 
wenscht bij het onderwijs. 

Deze bezwaren zijn de overdenking zeker waard, maar wij 
moeten ons toch afvragen, of de betere terminologie daardoor 
(voorloopig) veroordeeld is. 


1) Bottema spreekt in „De Elementaire Meetkunde van het platte 
vlak” over rechten, halfrechten en lijnen, en onderscheid: hoogterechten 
en hoogtelijnen, enz. 

2) In de Indische opgaven van het M.U.L.O.-examen, ook in Ee 
Nederlandse, komt het woord lijnstuk voor! W. 
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Het verdient mi. echter aanbeveling zoo spoedig mogelijk een 
poging te doen meer eenheid in de terminologie te brengen ‘door 
éen competente commissie in het leven te roepen, die op korten 
termijn orde in de chaos schept en ons (d.w.z. de docenten en 
de schrijvers van leerboeken) de meest gewenschte terminologie 
eenvoudig voorschrijft in den geest van de internationaal vastge- 
stelde maten en gewichten. v. W. 


DE „OPENING” VAN EEN HOEK. 


In tal van examenvraagstukken treft men de uitdrukking aan, 
dat hoeken een opening naar rechts of links hebben. Natuurlijk 
begrijpen de candidaten wel, wat de steller van het vraagstuk 
ermee bedoeld heeft, maar daar is men er niet-mee af. De steller 
dient zich exact uit te drukken en geen termen te gebruiken, die 
niet gedefinieerd zijn. 

Ook in de mechanica is deze terminologie al doorgedrongen 
(eindexamen H.B.S. 1937). Daar het zoo eenvoudig is deze slor- 
dige wijze van uitdrukken te vermijden, zou het dwaas zijn haar 
nog langer te tolereeren. v. W. 


NASCHRIFT VAN DE REDACTIE. 


Het moet toegegeven worden, dat ik mij te- optimistisch heb uit-: 
gedrukt over het gebruik van het woord „lijnstuk”; het is namelijk 
éen feit, dat de nieuwe terminologie in zeer veel gebruikte leer- 
boeken stelselmatig wordt vermeden. Het is jammer, dat geen der, 
blijkbaar talrijke, tegenstanders der nieuwe nomenclatuur ooit de 
moeite heeft genomen, eene poging te doen om de voorstanders van 
hun ongelijk te overtuigen. Daardoor is men geneigd, hun tegen- 
stand te zien als eene uiting van onberedeneerd conservatisme, of 
van een streven om op de geringe scherpte der oude nomenclatuur 
vage redeneeringen te baseeren. Wat de heer Van Wijk ons nu 
bericht, is wel heel erg. Stel U voor, dat men een wiskundige door 
een overheidsmaatregel dwingen wil dingen te zeggen, waarvan de 
onzinnigheid vaststaat. Het is bijvoorbeeld fout te beweren, dat 
een rechte lijn door twee willekeurige harer punten bepaald is, en 
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tevens te zeggen, dat eene zijde eens driehoeks eene rechte lijn is, 
en dat aan die zijde eene lengte kan worden toegekend. 

Eene dergelijke handelwijze zou bovendien elke verbetering van 
het onderwijs kunnen tegenhouden, want er zal wel geen wijziging 
te bedenken zijn, die onmiddellijk door eene meerderheid der 
„ leeraren wordt voorgestaan. 

‚En nu.de argumenten. a. Wil men bij het gebruik wan een ouder- 
wetsch leerboek verwarring voorkomen, dan moet men den leer- 
lingen opdragen, de noodige wijzigingen in het leerboek aan te 
brengen. | 

b. Ik kan mij voorstellen, dat het hardnekkig verzet der voor- 
standers tegen termen als „hoogtelijnstuk” voor sommigen een 
bezwaar vormt tegen de aanvaarding der nieuwe termen; of het. 
voorstel van Dr. Bottema uitkomst zal brengen, betwijfel ik. 

c. Kan men eigenlijk wel zeggen, dat er oneenigheid omtrent de 
terminologie bestaat? De ontoereikendheid der oude nomenclatuur 
is, naar ik meen, nooit ontkend; slechts weigeren sommigen de 
nieuwe benamingen toe te passen, zonder echter hunne weigering 
te motiveeren. 

Omtrent het werk en de lotgevallen eener in 1928 ingestelde 
nomenclatuurcommissie heeft Dr. Verrijp iets medegedeeld in 
Euclides XIII, bldz. 62, De heer Van Wijk voelt blijkbaar voor 
hernieuwing der pogingen. Ook ik kan er wel iets voor voelen, 
maar meen, dat zulk eene commissie niet het recht heeft, dwingende 
voorschriften te geven. Stel eens, dat zij de nieuwe nomenclatuur 
aanvaardde, dan mag zij die toch niet opdringen, omdat het niet 
zeker is, dat de tegenstanders geen respectabele motieven voor 
hun tegenstand hebben, ook al spreken zij die niet uit. Ik wil 
trouwens wel bij voorbaat verklaren, dat ík mij door niemand zal 
laten dwingen, dwaasheden te zeggen, en ik ben benieuwd te 
vernemen, quo jure de Indische autoriteiten dit van hunne onder- 
geschikten zouden kunnen eischen. 

. Onderstaand citaat uit den juist verschenen achtsten druk van 
Molenbroek’s Leerboek der Vlakke Meetkunde (welk werk de 
richting der toekomstige ontwikkeling der meetkunde in Nederland 
bepaalt) geeft een duidelijk overzicht van de verschillende figuren 
en getallen, welke men dient te onderscheiden; misschien zou dit 
een grondslag voor het bereiken van meer eenheid kunnen vormen. 
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Wat betekent AB? 


Voor we verder gaan, zeggen we nog eens precies, wat we met 
AB kunnen bedoelen: 
1) AB stelt de rechte lijn door A en B voor; 
2) met AB wordt bedoeld de halve rechte met eindpunt A, waar- 
op B ligt; 
3) AB betekent het lijnstuk met de eindpunten A en B; 
4) AB stelt een gericht lijnstuk voor met A als beginpunt, B 
als eindpunt, of het kental van dit gerichte lijnstuk. 
Bv. AB + BC—AC;AB HBC 4 CA=—=0 (betrekking van 
Möbius). 
5) AB stelt de lengte of het maatgetal van het lijnstuk AB 
voor. Bv, voor een driehoek ABC is AB + BC > AC; 
AB + BC + CA == 2s; de oppervlakte van een rechthoek 
ABCD is AB X AD; dit betekent, dat het aantal vlakteëen- 
heden gelijk is aan het product van de aantallen lengteëenheden 
van AB en CD. 


Terecht worden deze dingen in de notatie onderscheiden; aldus 


AB stelt voor een rechte. 

AB rr „ een lijnstuk. 

AB of (AB) „ de lengte van het lijnstuk AB. 

[AB ie „ een halve rechte met A als eindpunt. 
de ° 

AB dj „ een gericht lijnstuk. 

ed ed 

(AB) ae „ het kental van AB. 


Wanneer door woorden wordt aangegeven, welk begrip wordt 
bedoeld, blijft het teeken achterwege. Men schrijft dus hetzij 


„ÂB”, hetzij „het lijnstuk AB”. 


Tegen de uitdrukking „opening van een hoek” is nog iets in te 
brengen, tenminste tegen het gebruik in de beschrijvende meet- 
kunde. Gebruik van deze uitdrukking houdt in, dat men b. v. door- 
gangen van vlakken opvat als halve lijnen. Het is aangenaam op 
te merken, dat in de eindexamenvraagstukken voor beschrijvende 
meetkunde van 1938 en 1939 het gebruik van de bedoelde uitdruk- 


king vermeden is. 
_JH.S. 


2 
DE GEBROKEN FUNCTIE j— Ren 


DOOR 
Dr. O. BOTTEMA. 


Bij de behandeling van de kwadratische functie y — ax® + bx + C 
| ax + b 


CX 
gebruik van een verschuiving van het assenstelsel. Men ziet dan 


in, dat men zich wat de gedaante van de grafiek betreft, beperken 


en van de gebroken functie y — maakt men algemeen 


kan tot de functies PU ODV == 2, De grafiek van een wille- 


keurige functie van de beschouwde soort valt, na toepassing van 
een geschikt gekozen translatie, samen met een exemplaar, dat een 
eenvoudige vergelijking heeft. Een dergelijke herleiding tot een 
canonische vorm wordt in de analytische meetkunde algemeen toe- 
gepast, vereenvoudigt het rekenwerk en verheldert het inzicht in 
de gedaante van een door een bepaalde vergelijking voorgestelde 
figuur. 

Merkwaardigerwijze wordt dit hulpmiddel, voor zover ik. weet, 
ax? d bx HC 


px? + qx+r 
versmaad. Dat wekt om twee redenen verwondering. Ten eerste 


bevat de algemene functie van deze soort zes (of eigenlijk vijf) 
constanten, terwijl dat aantal bij de kwadratische functie 
drie, bij de homographische functie vier (eigenlijk drie) be- 
draagt. Een groter aantal vormen (nl. vier verschillende) is daarvan 
het directe gevolg en te meer zal men een reductie van het aantal 
coëfficienten op prijs stellen: En ten ‘tweede zijn de herleidingen, 
welke’ moeten worden toegepast, dezelfde als die welke bij de 
eenvoudiger functies worden gebruikt. 

Deelt men, evenals zulks: bij de gebroken lineaire functie ge- 
schiedt, de teller door de noemer, dan komt er 


bij de bespreking van de gebroken functie y == 
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ee) 
Xx {C 
CE Pp Pp ; 


in Pp __px°tqxdr 
zodat na de verticale verschuiving y’ — y — 8 blijkt, dat men 
zich kan beperken tot functies van de gedaante y = DELE 


Past men nu op de kwadratische functie in de noemer de be- 

2 2 

kende herleiding toe: px? + qx + r=—=p ( | Zo) Fr EN 

2p 4p 

dan blijkt, dat door de horizontale verschuiving X —= x + Dn de 

coefficient van x in de noemer nul wordt. De constanten bij de 
translaties hangen rationaal af van de gegeven coëfficienten. 


Men kan zich dus, âls ‘het alleen om de vorm van de grafiek te 
doen is, beperken tot de functie 


Ax + B 

ha Cx2+-D’ 
welke in plaats van zes (vijf) slechts vier (drie) constanten bevat. 
De grafiek heeft de X-as tot horizontale asymptoot; zijn er twee 
verticale asymptoten, dan liggen deze symmetrisch t.o.v. de Y-as, 
is er één verticale asymptoot, dan valt deze met de Y-as samen. Ei) 
Zijn de coëfficienten a, b, c‚, p, q en r numeriek gegeven, moet 
de grafiek worden getekend en moeten de eventuele maxima en 
minima van de functie worden bepaald, dan geeft de geschetste 
methode misschien geen vereenvoudiging tov. de gebruikelijke 
handelwijze, Wil men echter, zoals de meeste leerboeken doen, een 
discussie geven van de functie in het algemeen, dan lijken mij de 
voordelen der herleiding onmiskenbaar. De discriminanten welke 
daarbij moeten worden beschouwd worden dan nl. zeer eenvoudig. 


!) De Y-as wordt — ook in het geval dat de grafiek geen verticale 
asymptoten heeft — de verticale asymptoot van de met de kromme 
geassocieerde hyperbool, welke de meetkundige plaats is van de mid- 
dens der niveaupunten. Vgl. Gerretsen, Euclides 15, pg. 24 (1938). 


Er 
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INHOUD VAN DE 15e JAARGANG 1938/39. 


Blz. 
Dr. O. BOTTEMA, Maxima en minima bij vierhoeken met ge- 
geven zijden f be eed 
M. EILANDER, Tafels in 4 of in5 decimalen? . vk de od 14 
C. J. ALDERS, De inhoud van een viervlak . . . . . … … …. 16 
TCN. heeren: bemene 23 
box? 2b,x + ba’ 
Dr. H. C. SCHAMHARDT, Mondelinge Staatsexamens A. . 47 
Korrels XXIV; XXV, XXVI, XXVII, 34; XXVIII, XXIX, 14; 
XXX—_KXXIV, 142; XXAV-—-KXXIX, 173; XL, XLI, Eed . 240 
Dr. G. H. A. GROSHEIDE, Het afbeelden in de Wiskunde . . … 76 
En E. J. DIJKSTERHUIS, Archimedes . . . .. . 96, 248 
L. J. ROBORGH, Het vraagstuk van Morley . . . . . …. . …. 136 
A. M. KROON, Over „de inhoud van het viervlak” . . . . . 138 
Prof. Dr. CH. H. VAN OS, Wat is wiskunde? . . . 154 
Dr. O. BOTTEMA, Graphische oplossing van de vergelijking 
Vax—b; + Vaar bat Vaz bg=0. 169 
Uit het verslag van de Staatsexamen 1938. . . . . . . .185 
Dr. E. W. BETH, Getalbegrip en tijdaanschouwing . . . . . 190 
Dr. J. HAANTJES, Is meetkunde ruimteleer? . . . . . …. . 216 
P. WIJDENES, De klinografische projectie . . . . … . . . 231 
G. R. VELDKAMP, Het vraagstuk van Castillon . . . . 153, 270 
Dr. U. H. VAN WIJK, De meetkundige vaktaal . . . ef 
2 
Dr. O. BOTTEMA, De gebroken functie y ad brpe . … 301 
pxetqx hr 
Boekbesprekingen. 
Unterrichtswerk des Vereins Schweizerischer Mathematiklehrer 42, 47 
Dr. E. J. DIJKSTERHUIS, Archimedes … . ..… .. « .… 43 
BEPPO LEVI, Analisi Mathematica . .… 44 
G. E. KIERS en M. DIJKSHOORN, Leerboek der beschrijvende 
meetkunde ‚ 146 


Dr. O. BOTTEMA, De elementaire meetkunde van het platte vlak 147 
Prof. Dr. F. SCHUH, Leerboek der nieuwere meetkunde van het 


platte vlak en van de ruimte .-. .… … … … … 148, 183 
Dr. H. TURKSTRA, Het veel omstreden vraagstuk van het 
wiskunde-onderwijs op de middelbare school . . . 181 


Prof. Dr. F. SCHUH, Leerboek der nieuwe vlakke driehoeksmeting 245 


Ingekomen boeken . …. … … a … 45, 72, 152. 247 


Premies op de 15e jaargang: 


Prof. Dr F. SCHUH, Leerboek der Nieuwere Meetkunde van het 


platte vlak en van de ruimte, geb. van f 10,50 voor. . …. f 9,— 
Prof. Dr J. G. RUTGERS, Beknopte Analytische Meetkunde, 2e druk, 
geb. van f 9,— voor . … eee f 8 
Prof. Dr H. BREMEKAMP, Partieële differentiaalvergelijkingen, 
geb. van f 5,75 voor … … ef 4,85 
Dr P. MOLENBROEK, Leerboek der Vlakke Meefkunde, 8e druk 
geb. van f 11,50 voor … . a f 10 
Dr E. J. DIJKSTERHUIS, Vreemde woorden in de Wiskunde, 
geb. van f2,40 voor …. … ee Íf 2,10 
Dr J. C. H. GERRETSEN, Topologische behandeling van de Meet- 
- kunde van het aantal, geb. van f5,90 voor . . . …. fs5— 
Dr V. HLAVATY, Differentialgeometrie der Kurven und Flächen 
und Tensorrechnung, geb. van f 15,50 voor . . … … … f 4— 
Prof. Dr A. J. RUTGERS, Physische Scheikunde, geb. van f 13,50 
VOOR wi ne ed Wen ee beta + el 
Doorlopend: 


HISTORISCHE BIBLIOTHEEK, de thans verschenen vijf delen te- 
zamen genomen geb. f 18,— in plaats van . . . . …. f 23,25 


Dr E. J. DIJKSTERHUIS, De elementen van Euclides |, 11. 


Dr H. J. E. BETH, Inleiding tot de niet-Euclidische Meetkunde op 
‘ historischen grondslag. 


Dr H. J. E. BETH, Newtons Principia 1, IÌ. 


In 1938 verscheen: 


Dr. E. J. DIJKSTERHUIS, Archimedes 1, geb. f 4,50, voor f 3,90 
Deel II verschijnt in 1940. 


Verschenen: 


Differentialgeometrie 
der Kurven und Flächen und Tensorrechnung 
von Ph. Dr. VACLAV HLAVATY. — Autorisierte 
eb von Dr. Phil. MAX PINL. 
Prijs f 14—, geb. f 15.50. 
Voor abonnés op Noordhoff's Wisk. Tijdschriften 
tijdelijk f 12.50, geb. f 14—. 


Dezer dagen verschijnt: 
Dr P. MOLENBROEK 


Leerboek der Vlakke Meetkunde 
Achtste druk, geb. f 11.50. 
Voor intekenaars op Noordhoff's Wisk. Tijdschriften 
tijdelijk f 10—. 
Uitwerkingen f 2.50. 


Dezer dagen verschĳnt: 
Dr E. J. DIJKSTERHUIS 


Vreemde woorden in de Wiskunde 
Prijs f 1.90, geb. f 2.40. 
Voor intekenaars op Noordhoff’s Wisk. Tijdschriften 
tijdelijk f 1.60, geb. f 2.10. 


Verschenen: 

Dr J. C. H. GERRETSEN 

Inleiding tot een Topologische Behan- 
deling van de Meetkunde van het Aantal 


in de serie Noordhoff's Verzameling van Wisk. werken. 
Prijs f 4.90, geb. f 5.90. 
Voor intekenaars op Noordhoff’s Wisk. Tijdschriften 
tijdelijk f 4—, geb. f 5—. 

Zo juist verscheen: 

Dr A. J. RUTGERS 


Physische Scheikunde prijst 12.50, geb. f 13,50. 


Voor intekenaars op Noordhoff's Wisk. Tijdschriften 
tijdelijk f 11,25, geb. f 12.25. 
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Met de bewszen ven de steltagen en een canta) uitgewerkte voorbeelden 
voor het middelbaer en voorvereidond hoger onderwijs. 


deel F — 1093 bladzijden, met 141 figuren — gecartonneerd met graden- 
boog on twes driehoeken . . se ee ee … f 240 


Voliedige oekardelfng var 29 vreagetukiken, 4 werkstukken en 3 meeste 
kundige plaatsen. 


Inhoud: Inleiging. — Hoeken, — Evenwijdige lijnen, — Drichoeken. — 
Congruentie van driehoeken, — Werkstukken. — Vierhoeken. — Veel- 
hoeken. — De cirkel. — Meetkundige plaatsen. 


deel DH — 168 bladzijden, met 194 figuren — gecartonneerd jf 2,40 
Volledige behandeling van 26 vraagstukken, l werketukken en 8 meets 
kundige plaatsen, 


Inhoud: Oppervlakte. — Verhouding en evenredigheid wen lijnstuk- 
ken. — Vermenigvuldiging en gelijkvormigheid. — De rechthoekigs 
driehoek. — De scheefhoekige driehoek. — Meter van hoeken door cir- 
kelbogen. — Lijnstukken in een cirkel. — Regelmatige veelhoeken. — 
De cirkel. — Examenopgaven. — 


In de bespreking van dr Dijksterhuis treffen we aan: Het denkbeeld der 
methede is, dunkt mij in $ kort samen te vatten: haadhaeving van het 
beginsel der Euclidische meetkunde; opruiming van veel, wat daarin 
geen ander recht van bestaan heeft dan een soms zeer toevallige tradities 
invoering van tal van verbeteringen in de methodiek, die de roderno 
belangstelling in elementair wiskundeonderwijs als wenselijk heeft doen 
zien en bavenaì: sterke verhoging van de zelfwerkzaamheid der leer- 
ingen. — Vraagstukken, aiet als eanvulling der theorie, maar als mid- 
del, die theorie als het were zelfstendig voors te brengen; blijkbaar is 
het juist de bedoeling, dat ze een leerboek overbocig maken. 
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